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On étudie la structure d’espace vectoriel et en particulier les espaces de dimension
finie qui généralisent les espaces de coordonnées R? et R® bien connus.
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1. Géométrie des familles de vecteurs
1.1. Familles génératrices
On s'intéresse aux familles permettant de générer par combinaison linéaire tous les autres vecteurs.
Définition 10.0. Familles génératrices (7 10.1)

Soit E un K-ev. Une famille finie (u;);¢; de vecteurs est dite génératrice de E si E = Vect (¢;) jer-

Comme Vect @ = {0} par convention, la famille vide est génératrice de 'espace nul {0}.

Ci-contre, des exemples de famille

génératrice dans le plan puis l'es- f E i f2
pace a trois dimensions. Dans le se- !
cond cas, (f1, f2, f3) est génératrice de 0 fi

F mais (f1, f2), (f2, f3) et (f3, f1) sont F L

également génératrices de F.

X Pour ne N* eti€[1,n], onnote e; :=(0,...,0,1,0,...,0) (le 1 est en position i).

n
La famille (ey,...,e;,) est génératrice de R" car V(xy,...,x,) € R", (x1,...,%,) = Z Xxie;
i=1

X La famille (1, v), ott u = (1,1) et v = (2,1), est génératrice de R?. En effet, pour tout (x, y) € R?, il
existe (a, b) € R? tel que au+ bv = (x,y),i.e.a+2b=xeta+b=1y.

En effet, la matrice A:=(12) estinversible (onadetA=—-1#0)

X Lafamille (E; j)1<;, j<n est génératrice de .4, (R) car VM € .#,(K), M = Z M; jE; ;.
1<i,j<n

X Lafamille (fy, fi) = (x— 1, x — x) est génératrice du sev de RE formé des fonctions affines. En effet,
pour tout (a, b) e R2 etf:x—ax+b,onaf=bfy+af.

1.2. Familles libres

Nous allons généraliser la notion de colinéarité au cas d'un K-ev quelconque puis étendre cette no-
tion aux familles finies de vecteurs.

Définition 10.1. Colinéarité B
v=AUu

Soit E un K-ev, u et v deux vecteurs de E. On dit que :
= u est colinéaire a v s’il existe A € K tel que u = Av; u
= u et vsont colinéaires s’il existe A € K telque u =Avouv=Au. 0

Bref, u et v sont colinéaires si et seulement si u est colinéaire a v ou v colinéaire a . On prendra garde
a ce que, pour tout vecteur u # 0, u n’est pas colinéaire a 0 mais les vecteurs u et 0 sont colinéaires.

Soit u;, uy des vecteurs d'un K-ev E. Démontrons que u; et u, sont colinéaires si et seulement si :

A\, A2) € K2\ {(0,0)}, Aquy +Azup =0
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= Supposons u;, u, colinéaires. Soit A € IK tel que ©; —Auy =00ouAu;—uy =0.Posons (A,A2) = (1,—-A)
dans le premier cas et (A1,A2) = (A,—1) dans le second, on a (A,A2) # (0,0) et Ayu; +Arup =0.

= Réciproquement, supposons l'existence de (A1,A2) # (0,0) tel que Ayu; +Az2u = 0. Si A # 0, alors
u; = (—A2/A1)uy donc u; est colinéraire a u,. Et de méme, dans le cas o A, #0.

Cette définition équivalente a I'avantage de ne pas briser la symétrie entre les deux vecteurs et sera
donc plus facilement généralisable a plus de trois vecteurs.

Définition 10.2. Familles liées, relation de liaison

Une famille finie (1;);e1 de vecteurs de E est liée s'il existe (A;) ;1 € IK' non nulle telle que

Z)\iui =0

i€l

Une telle égalité s’appelle une relation de dépendance linéaire (ou encore une relation de liaison).

X La famille réduite au vecteur nul (0) est toujours liée car 1-0 = 0. Plus généralement, toute famille
contenant le vecteur nul est liée.

X Déterminons les relations de liaison entre les vecteurs u;, uy, u3 et us de R3 définis par

w=(1,L1), up=(1,2,3), ug=(1,1,0), us=(1,3,5)

4
Z Aiu; =0équivaut a (Ay,...,A4) est solution du systeme homogéne de matrice
i=1

1111 1111 1111 . .
A:= (1213) ~ (01 0 2) ~ (01 0 2) , on trouve les solutions (A4, —2A4,0,A4) o A4 € R
1305/ L \o2-14/ L \oo0-10

X Soit fy:x—1, fi: x— cos2x et fo: x — cos® x; (fy, fi, f>) est une famille liée car f; = 2f> — fp.

Définition 10.3. Familles libres (710.2)
Une famille finie (u;);e1 de vecteurs de E est libre si elle n’est pas liée. Ceci équivaut a:

V()\i)i(_;IE]KI, (Z)\iui:() = Viel, A\;=0

i€l

X La famille vide est libre. Pour tout u € E, 1a famille () est libre si et seulement si u # 0.

X Pour tous u et v dans E, (i, v) est libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires.

Dans la figure ci-contre, la famille (f1, f>, f3) est liée car on a par f
exemple

h+2f-f3=0

Cette égalité est une relation de liaison entre les vecteurs f;.

f

Enrevanche, les familles (f1, f2), (f2, f3) et (f3, f1) sontlibres car les
fi sont deux a deux non-colinéaires. E 0

X Onreprend les notation du premier exemple donné a la page 2. La famille (e, ..., e;) estlibre.
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X La famille (1, us, us) est libre ot u; = (1,2,3), us = (2,3,1) et uz = (3,2,1). En effet, (A1, A2,A3) € R3
vérifie Aju; + Apup + Asuz =0, i.e. (A1, A2, A3) est solution du systeme homogéne de matrice :
123 12 3 12 3
A= (232) ~ (0—1 —4) ~ (0—1 —4)
311/ L \o-5-8/ L \o 0 12

Comme cette matrice est inversible (cf. la derniere matrice triangulaire sans zéro sur la diagonale),
la seule solution est le triplet nul, ce qui justifie la liberté de la famille.

X Lafamille (f, g, h) estlibre dans RI0+o0l oy fix—x,g:x—Inxetx— e*. Soit (a, b,c) € R3 tel que
Vx>0, ax+blnx+ce* =0

En particulier, pour x >0, ona ae *x+ be *Inx+c=0.

v Comme e *x et e “Inx tendent vers 0 quand x tend vers +oo (par croissances comparées), on
en déduit que ¢ = 0 par passage a la limite. Ainsi pour tout x >0, a + bthX =0.

v Comme lnTx

" 0, on en déduit que a = 0 par passage a la limite.
X—+00

v Finalement, pour tout x >0, bInx =0 d’ou1 b = 0 (en choisissant par exemple x = e).

La famille (f, g, h) est bien libre. Finalement, ce sont les ordres de grandeurs différents en +oco qui
interdisent toute relation de liaison entre les trois vecteurs : In x < x < e*.

X Le lecteur abordera avec profit le test (£ 10.3 ).

La liberté est un principe d’identification. Par exemple, deux fonctions polynomiales qui sont égales
ont les mémes coefficients : pour tout (a, b, c,a’, b’,c') € R®

(VxeR, ax2+bx+c:a'x2+b'x+c’) — a=d,b=betc=C

Cette identification est justifiée par la liberté de la famille (x — 1, x— X, x— xz) dans RE.

——— Famille libre et identification

Soit (u;)je1 une famille finie libre d'un K-ev E, (A;) 1 et (1) ;e1 des éléments de K'. Ona

(Z)\iui :Zpiui) = Viel, Aj=y;

iel i€l

1.3. Bases

Définition 10.4. Bases d’un KK-espace vectoriel ( 7 10.4 )

Soit E un K-espace vectoriel et (b;) ;e une famille finie de vecteurs de E.
= On dit que (b;);e1 est une base si elle est libre et génératrice de E, i.e.

n
VxeE, A (x))ie € ]KI , X = inbi
i€l
= Les x; sont appelées les coordonnées de x dans la base %.
X1

= Lorsquel=[1, n], matg(x) := ( :

) est la matrice des coordonnées de x dans la base £.
Xn

Le lecteur est renvoyé aux exemples de la page 2 pour les notations qui suivent.
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X La famille (ey,...,e,) est une base de R", appelée base canonique de K”.

X Lafamille (E; j)1<;,j<n €st une base de .#,(K), appelée également base canonique de .#, (K).
Le lecteur sait bien que si u et vsont des vecteurs du plan de coordonnées (1,2) et (1, 1) dans une base,

alors 2u et u + v sont de coordonnées (2,4) et (2,3) dans la méme base. Plus généralement :
Proposition 10.4. Linérarité des coordonnées dans une base

Soit Eun K-evet £ = (ey,...,e,) une base de E. Lapplication de E dans K" qui a un vecteur u de E
associe ses coordonnées dans # est un isomorphisme.

Cette proposition, de démonstration trés simple, est essentielle car elle permet de ramener des ques-
tions d’algebre linéaire posées dans des espaces quelconques' a des calculs dans les espaces cano-
niques R” o1 'on dispose d’outils tels que les matrices, les systemes linéaires, etc.

2. Définition de la dimension et formulaire
La dimension est une formalisation de I'idée de degré(s) de liberté dans le cadre d’espaces vectoriels.

2.1. Espaces vectoriels de dimension finie

Définition 10.5. [K-espace vectoriel de dimension finie

Un KK-ev E est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.

Par exemple, .#,, ,(K) et K" sont des K-ev de dimension finie d’apreés les paragraphes précédents.

2%}

Le lemme suivant est tres in-
Uy 23]

tuitif d'un point de vue géomé-

trique : trois vecteurs du plan U3
forment toujours une famille

liée, de méme pour quatre vec- U 0

teurs dans notre espace am- 0 \ y
biant a trois dimension. Uy / 3

Lemme 10.5. Lemme de Steinitz

Soit E un K-ev de famille génératrice (g, ..., gn) et p > n. Toute famille de p vecteurs de E est liée.

C’est sur le lemme que repose la notion de dimension.

Proposition 10.6. Théorémes de la base incompléte et de la base extraite
Soit E un KK-ev de dimension finie et ¢ une famille génératrice finie de E.
a. On peut compléter toute famille libre £ de E en une base en lui ajoutant des vecteurs de 4.

b. On peut extraire une base de E de la famille ¢4.

1. Comme par exemple le caractere générateur ou libre d’'une famille.
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Proposition 10.7. Définition de la dimension (710.5)

Soit E un K-ev de dimension finie.
a. Eadmet au moins une base. b. Toutesles bases de E comportentle méme nombre de vecteurs.

Le nombre de vecteurs d'une base de E est appelé dimension de E et noté dim E.

On commence par un peu de vocabulaire sur les dimensions n € [0, 2].
X Puisque la seule base de I'espace nul {0} est par convention la famille vide, on a dim {0} = 0.

X Un espace vectoriel E est de dimension un si et seulement si il existe un vecteur u # 0 tel que E =
Vectu. Ces espaces sont appelés des droites vectorielles.

X Un espace vectoriel E est de dimension deux si et seulement si il existe des vecteurs u et v non
colinéaires tels que E = Vect(u, v). Ces espaces sont appelés des plans vectoriels.

uz v Tout vecteur non nul d’'une droite vecto-
E rielle E est une base de E.

v Tout couple de vecteurs non colinéaire
i d'un plan vectoriel E est une base de ce

0 lan.
. plan

X Tout C-ev E admet une structure de R-ev obtenue par restriction de 'opération des scalaires sur
les vecteurs a R. Si E est de dimension finie sur C, alors il 1’est aussi sur R avec une dimension
double :

dimg E = 2dim¢E (les indices permettent de distinguer les deux structures vectorielles)
v La famille (1) est une base du C-ev C car elle est libre (une famille a seul vecteur est libre si et
seulement si ce vecteur est non nul) et elle est génératrice car pour tout zdans C,onaz=z-1.

v La famille (1, i) est une base du R-ev C car elle est libre (ona a+ib=0 = a = b =0 pour tous
réels a et b) et elle est génératrice car pour tout zdans C,onaz=Rez+Imz-i.

X Lespace canonique K" est un K-ev de dimension finie et dim K” = n, car (ey, ..., e;) (cf. page 2)
est une base de K”.

X M p,p(K) est un K-ev de dimension np sur K car la famille (E; ;) 11322 est une base de cet espace.
En particulier, dim .#, (K) = n?.

X Lensemble A des suites arithmétiques est un plan vectoriel car ((1) nelN, (1) nE]N) en est une base.

X Considérons I'espace vectoriel réel E des fonctions f : [-1,1] — R continues et telles que les res-
trictions f1;-1,0; et fjo,1) soient affines :

/\ 2

/ \ e / fo fi

LLG ¥ HX6 6




2025-2026 Laurent Kaczmarek

On conjecture que dim E = 3 car un élément de E posséde exactement trois degrés de liberté : les
ordonnées aux points dabscisses —1, 0 et 1. En notant a, b et c ces trois ordonnées, un élément f
de E est défini par

Vxe[-1,0], f(x) =a+(b—-a)(x+1) et Vxe€[0,1], f(x) = b+ (c—-b)x
Ainsi f=af_1+bfy+cfi ol
-x sixe[-1,0] x+1 sixe[-1,0] 0 sixe[-1,0]
f_1:x-—>{ ,fo:xH{ etfl:xH{
0 1-x X

La famille (f_;, fo, f1) est donc génératrice de E. Elle est libre car si af_; + bfy + cfi = 0, alors en
évaluanten —1,0et 1, on obtienta=b =c =0.

Une fois la dimension définie, le lemme de Steinitz se reformule ainsi :

Proposition 10.8. Cardinal d’'une famille libre, d’une famille liée

Soit E un K-ev de dimension finie 7.
a. Toute famille libre de E comporte au maximum 7 vecteurs;

b. Toute famille génératrice de E comporte au minimum 7 vecteurs.

Quand la dimension d'un espace vectoriel est connue, il est plus facile de prouver qu'une famille est
une base de E : la proposition suivante « divise par deux » les justifications.
Proposition 10.9. Caractérisation des bases dans un espace de dimension n

Soit E un KK-ev de dimension n et € = (ey, ..., e;) une famille de vecteurs de E. Alors, il y a équiva-
lence entre les propositions suivantes :

a. ¥ estune base de E; b. ¥ est génératrice de E; C. € estlibre.

Les sev d'un K-ev de dimension finie sont tous de dimension finie et leur dimension est majorée par
celle de E.

Proposition 10.10. Dimension d’'un sev

Soit E un K-ev de dimension finie. Si F un sev de E, alors F est un K-ev de dimension finie et
dim (F) < dim (E), avec égalité si et seulement si F = E.

Le cas d’égalité a une importante conséquence pratique.

Prouver I'égalité de deux espaces vectoriels de dimension finie
Soit E et F deux K-ev de dimension finie. Pour établir que E = F, on peut :
= Raisonner par double inclusion.

=> Monter seulement I'inclusion F c E puis justifier que dim F = dim E.
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2.2. Isomorphismes
Les isomorphismes sont facilement caractérisés via les bases.

Proposition 10.11. Caractérisation des isomorphismes

Soit f € Z(E,F) ou E et F sont deux KK-espaces vectoriels de dimensions finies et % une base de E.
Lapplication f est bijective si et seulement I'image par f de # est une base de F.

Le théoréme suivant est analogue a celui sur les bijections entre ensembles finis de méme cardinal.

Proposition 10.12. Isomorphismes entre espaces de méme dimension ( £10.7 )

Soit E et F deux IK-ev de méme dimension finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a. f estunisomorphisme; b. festinjective; c¢. f estsurjective.

Cette proposition permet de simplifier les preuves de bijectivité dans le cadre des applications li-
néaires en dimension finie.

X SoitE de dimension finie et f € .Z(E) inversible a droite, i.e. telle que 3g € Z(E), fog = idg. Comme
I'identité est surjective, on en déduit que f I'est aussi : c’est donc un isomorphisme par la pro-
position précédente. Ainsi f~'o fog = floidg, d'oi1 g = f~!. On a bien évidemment la méme
conclusion pour l'inversibilité a gauche.

X Les équivalences de la proposition précédente sont fausses en dimension infinie. Posons E := KN,

v Lopérateur de décalage a droite o : (1) nelN — (Un+1) nelv N'est pas injectif (son noyau est I'en-
semble des suites nulles a partir du rang 1) mais surjectif.

v Lopérateur de décalage a gauche o_: (1) ,ew — (0, Up, u; ...) estinjectif (son noyau est nul) mais
non surjectif (toute suite appartenant a son image a son premier terme nul).

Les isomorphismes permettent de formaliser 'idée que « deux IK-ev ont la méme structure ».

Définition 10.13. Espaces isomorphes (710.8 )

Deux espaces vectoriels E et F sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme f : E — F.

Il est clair que = est réflexive, symétrique et transitive. L'adjectif « isomorphe » vient du grec, de isos,
méme, et morphé, forme. Deux espaces isomorphes ont la méme forme, dans le sens qu'’il n’est pas
possible de distinguer un espace d’'un autre espace isomorphe par ses propriétés : tout énoncé dans
I'un se traduit par un énoncé similaire dans I'autre, ou seuls les noms des objets ont changés via un
isomorphisme. Deux espaces isomorphes sont donc différents nominalement mais indiscernables
intrinseéquement : c’est un « copié-collé le structure de K-ev ».

Proposition 10.14. Dimension et espaces isomorphes

Soit E et F deux K-ev isomorphes. Si E est dimension finie, alors F aussi et dim F = dim E.
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X 1l s’agit en fait d'une équivalence. Tout IK-ev E de dimension 7 est isomorphe a K". En effet, une
base # de E étant choisie, on a un isomorphisme ¢ : E — K", x — matg(x). C’est grace a cet
isomorphisme que le choix d'un repere en géométrie du plan ou de I'’espace permet de réduire
tout probléme ne faisant par intervenir les distances ni les angles a de 1’algebre linéaire dans R? ou
R3 (parallélisme, intersection de droites, etc).

Cette proposition offre une nouvelle méthode pour calculer la dimension d'un K-ev.

Calculer la dimension d’'un K-ev

Pour calculer la dimension d'un IK-ev, on peut :
=> Revenir a la définition en trouvant une base de E;

= Trouver un espace isomorphe a E dont la dimension est connue.

X Pour (a,b) € R?, onnote E := { (up) new € RN ; Ve N, uy2 = attys1+buy, . Un élément de E admet
exactement « deux degré de liberté indépendants» : ses deux premiers termes. Ceci nous offre un
isomorphisme naturel entre E et R? :

¢: E — R?
(Un) new — (Uo, Uy)
Ainsi, E est de dimension finie et dim E = dim R? = 2.

X On note E I'ensemble des fonctions f: [-1,1] — R continues et telles que les restrictions f|-1,0 et
fli0,1) soient affines. Nous avions déja trouvé une base (f-1, fo, f1) et donc la dimension de E.

NI ‘
/ \ / fo f

Lidée des trois degrés de liberté que sont les ordonnées aux points d’abscisses —1, 0 et 1 nous met
naturellement sur la piste d’'un isomorphisme :

¢:E— R? (facile a démontrer)
f— (f=1), f(0), f(1))

On en déduit 2 nouveau que E est de dimension finie et dim E = dim R3 = 3.

2.3. Définition d’'une application linéaire par 'image d’une base

On suppose ici que E et F sont de dimensions finies 7 et p; on note & = (ey,..., e;) une base de E. Soit
x € E. Notons (x1,...,x,) les coordonnées de x dans la base 4. 0On a

k=1

fx) = f(zn: xkek) = Xn: xif (ex) (%)
k=1

La connaissance de ( fle),....f (en)) suffit donc a calculer f(x) pour tout x € E. Plus précisément :
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Proposition 10.15. Définition par 'image d’'une base (#10.9)

Soit E un K-ev de dimension finie n et de base (ey,..., ey), et F un IK-ev. Uapplication suivante est
un isomorphisme :

b: ZL(E,F) — F"
[ —(fle,..., flen)

Supposons de plus que F est dimension finie p et considérons (fi,..., f,) une base de F. En notant

A:=maty (f(e1),..., f(en)), X =matyz(x) et Y = maty (f(x)), la relation (x) est équivalente a Y = AX.

Nous reviendrons dans un chapitre ultérieur sur le lien entre les matrices et les applications linéaires.

X Atitre d’exemple, considérons un IK-ev E de dimension finie n € N*, x € E\{O} et y € E. Démontrons
I'existence de f € Z(E) tel que f(x) = y. Comme x est non nul, on peut compléter la famille libre
(x) en une base % := (x,xy,...,x,) de E. On sait alors qu’il existe un endomorphisme f de E tel
que f(x) =y et f(x;) =0 pour tout i entre 2 et n. Il faut bien comprendre ici que la difficulté est de
trouver une application linéaire vérifiant f(x) = y. Par exemple, une construction telle que f(x) := y
et Vx' € E\{x}, f(x') := 0 estincorrecte car non linéaire en général (sauf dans le cas o1 y = 0).

Le lecteur est renvoyé au test (7 10.10 )pour s’entrainer.
2.4. Dimension d’'un produit et des espaces d’applications linéaires

Nous poursuivons par le cas d'un produit de deux espaces vectoriels E; et E; de dimensions finies.
D’un point de vue intuitif et en ayant en téte le cas particulier des espaces canoniques K", un couple
(x1,x2) de E; x E, posséde dimE; degrés de liberté pour x; et dim E, degrés de liberté pour x,, donc
au total dim E; + dim E, degrés de liberté.

Proposition 10.16. Dimension d’'un produit

Soit E; et E, deux K-ev de dimensions finies. L'espace vectoriel produit E; x E, est de dimension
finie et dim E; x E; = dimE; + dim E,.

On généralise sans peine cette proposition a des IK-ev Ey, .. ., E;, de dimension finie :

p p
dim H El' = Z dimE,-

i=1 i=1
Proposition 10.17. Dimension des espaces d’applications linéaires
Soit E et F deux K-ev de dimensions finies. L'espace vectoriel .Z(E,F) est de dimension finie et

dim ZE,F) =dimE x dimF.

Les deux démonstrations données de cette proposition sont extrémement importantes et illustrent les
constants aller-retours possibles entre les registres géométrique (vecteurs) et numérique (matrices).
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2.5. Dimension d'une somme

Lintuition géométrique est claire :
= sideuxsev F et G sont en somme directe, alors dimF& G = dimF + dim G;

= dans le cas général, dim(F+G) =dim F+dim G- dim FnG.

FNnG
G G .

/ P

Définition 10.18. Base adaptée a une somme directe

Soit F et G deux sev en somme directe d'un K-ev E. Si (u4,...,u,) et (v1,..., V) des bases de F et
G. La famille (uy,...,uy,, v1,..., Vy) est une base de F @ G. Cette base est dite adaptée a la somme
directe F& G.

On en déduit directement le résultat suivant.

Proposition 10.19. Dimension d’'une somme directe

Soit E un K-ev, F et G deux sev de E. Si F et G sont de dimensions finies et en somme directe, alors
F @ G est de dimension finie et dim(F & G) = dim F + dim G.

Nous allons appliquer ce qui précéde aux supplémentaires.

Proposition 10.20. Existence et dimension des supplémentaires

Soit E un K-ev de dimension finie et F un sev de E.
a. Fadmet au moins un supplémentaire dans E;

b. tous les supplémentaires de F dans E sont de dimension dimE —dim F.

Le cas général est connu sous le nom de formule de Grassmann.

Proposition 10.21. Dimension d’'une somme, formule de Grassmann

Soit E un KK-ev, F et G deux sevde E. Si F et G sont de dimensions finies, alors F + G aussi et

dimF+G) =dimF+dimG-dimFnG

La connaissance des dimensions permet de simplifier les démonstrations.
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Proposition 10.22. Caractérisation des sev supplémentaires (#10.11)

Soit F et G deux sev d'un IK-ev de dimension finie E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a. F et G sont supplémentaires dans E (i.e. E=Fa& G);
b. E=F+GetdimE=dimF+dimG; ¢) FNnG={0}etdimE=dimF+dimG.

X Considérons par exemple F := {(x,,2); x+ y+2z=0} et G := Vectu ot u = (1,1,1). Démontrons
que F et G sont supplémentaires dans R3. On a dim G = 1 car u # 0. De plus

F=1{(y-222); (2 eR*} = Vect(v,w) ot v:=(1,1,0) et w:=(-2,0,1)

Puisque v et w ne sont pas colinéaires, on a dimF = 2. Ainsi dim R® = dim F + dim G. Il suffit donc
de vérifier que F et G sont en somme directe, i.e. FNG = {O} Ceci est immédiat car u ¢ F.

On étend facilement la notion de base adaptée a une somme directe quelconque. Le théoréme suivant
vient parachever cette section sur les sommes de sev.

Proposition 10.23. Dimension d'une somme directe

Soit Ey, ..., Ej, des sev d'un IK-espace vectoriel E de dimension finie. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
14 14 p
a. ) E; estdirecte; b. dim) E; = ) dimE;.

i=1 i=1 i=1

2.6. Rang d’'une famille de vecteurs

Définition 10.24. Rang d’'une famille de vecteurs

Soit E un K-ev et (1;);e1 une famille finie de vecteurs de E. On appelle rang de (u;) ;¢ et I'on note
rg (u;)ie1 la dimension du sous-espace Vect (1;) jer.

Comme le nombre de vecteurs d'une famille génératrice d'un sev de dimension finie est minorée
par la dimension de ce sev, on a toujours rg(u,..., 4;) < n. On peut aller plus loin et caractériser les
propriétés d'une famille de vecteurs au moyen de son rang.

Proposition 10.24. Rang d’'une famille (7 10.12)

Soit E un K-ev et (uy,..., 4;) une famille de vecteurs de E.
a. (uy,...,uy) estlibre si et seulement sirg(uy,...,u,) = n;

b. SiE est dimension finie, (u,..., u,) est génératrice de E si et seulement sirg(uy, ..., u,) = dimE.

Nous verrons dans la derniére section de ce cours comment calculer le rang d'une famille de vecteurs
d’un espace canonique K" au moyen de I'algorithme du pivot.
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3. Applications linéaires de rang fini

La notion de rang d'une application lindire f donne une précision géométrique sur I’espace vectoriel
des valeurs prises par f.
Définition 10.25. Application linéaire de rang fini

Soit f € Z(E,F). On dit que f est de rang fini si Im f est de dimension finie. Dans ce cas, on appelle
rang de f et]’on note rg f la dimension de Im f.

Sil'un des deux espaces E ou F est de dimension finie, alors toute application f de .Z(E, F) est de rang
fini. La proposition suivante fait le lien avec la notion de rang pour les familles de vecteurs.

Proposition 10.26. Rang

Avec les notations précédentes et E = Vect(ey,...,e,), f estderangfinietrg f = rg (f(el), ..o, flen) )

X On commence par une inégalité simple mais importante. Le rang de f € .Z(E,F) est inférieur a
min (dim E, dim F). Considérons une base (ey, ..., e,) de E.

v Onargf=rg(f(e),...,flen)) < n=dimE car (f(e),..., f(e,)) est une famille génératrice de
Vect(f(e1),..., flen));

v Onarg f <dimFcarIm f cF.
X On vérifie que rg f + dim Ker f est égal a la dimension de I'espace de départ dans les cas suivants :

v fi: R® —R? , onaKer f; = {0} et Im f; = Vect(u, v) ot u:=(1,1,0) et v:=(0,1,1).
(x,y) — (X, x+ )

v fo: R} — R? , onaKer f> =VectuetIm f; = R2otiu:=(1,-1,1).
(x,),2) — (x—2z,x+Y)

v f3: R —R? , onaKer f; = {0} etIm f3 = R>.
(x,5,2) — (2, x+1,7)

Cette relation est en fait générale et appelée formule du rang.

Proposition 10.27. Théoréme et formule durang (710.13)

Soit f € Z(E,F).
a. f induit un isomorphisme de tout supplémentaire de Ker(f) dans E sur son image Im(f).

b. SiE est dimension finie, alors f est de rang fini et dimE =rg f + dim Ker f.

Linterprétation géométrique du théoreme du rang est claire.

Lapplication linéaire f est constante sur les espaces affines 83:.
de direction Ker f (des plans paralleles dans la figure ci- 529
contre) et chacun de ses espaces affines ne rencontre un sup- $ 51
plémentaire S de Ker f qu’en un seul point : larestriction de Jo0

f aS réalise une bijection linéaire de S sur Im f.
Ker f

LLG € HX6 13
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Le lecteur est renvoyé au test (£ 10.14 ).

4. Formes linéaires et hyperplans

On s’intéresse dans ce paragraphe aux applications linéraires d'un K-ev E dans son corps de base K.
Elles permettent de définir les équations linéaires les plus simples possibles.

Définition 10.28. Forme linéaire, hyperplan

Soit E un K-espace vectoriel.
= Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.
= Lespace vectoriel E* = Z(E, K) des formes linéaires sur E est appelé le dual de E.

= Un sev de E est appelé hyperplan s’il est noyau d'une forme linéaire non nulle sur E.

X Soit f : E — KK une forme linéaire. Lensemble Im f est un sev de KK, ainsi Im f = {0} oulm f = K :
une forme linéaire est non nulle si ef seulement si elle est surjective.

X Formes coordonnées. Soit E un K-evet % := (ey,...,e;) une base de E et pour tout i € [1,n] :

¢;i: E—K
x — coordonnée de x selon e; dans la base #

Les ¢; sont des formes linéaires appelées formes coordonnées. Elles sont non nulles car ¢pj(e;) =1
pour tout j € [1, n]. De plus, Ker q)]- =Vect (el-)l.e[[1 nﬂ\{j}.

X Trace:'application tr : .#,(R) — KK est une forme linéaire.

Proposition 10.29.
Soit f e E* et v € E tel que f(v) # 0. Alors E = Ker f @ Vect v.

Nous allons comprendre le lien entre les équations scalaires, les formes linéaires et les hyperplans. Soit
E un KK-ev de dimension 7 et de base (ey,..., e;). Pour tout x € E, on note (x3,..., x;) les coordonnées
de x dans cette base.

X Soit (ay,...,an) € K"\ {0}. Alors F := {x € E; a1 x; + -+ + apx, = 0} est un hyperplan de E en tant
que noyau de la forme linéaire non nulle définie par

n

¢:E—K ie. ¢ := Z a;$; (formes cordonnées dans la base %)

n i=1
X— )., aiX;

X Réciproquement, tout hyperplan de E admet une équation de la forme a;x; +--- + a, x, = 0 avec
(ay,...,an) € K"\ {0}. Soit H un hyperplan et ¢ € E* non nulle telle que H = ker¢. Pour x € E, on a

x€eH = ¢x) =0 < (b(Zx,-ei) =0 < ) dle)x; =0
i=1 i=1
=.4a;

On retiendra que I'ensemble des solutions d'une équation linéaire scalaire (i.e. s’écrivant sous la
forme a; x; +--- + a,x, = 0) peut toujours étre vue comme le noyau d’'une forme linéaire sur E.
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Proposition 10.30. Hyperplans en dimension finie (7 10.15)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7 et soit H un sous-espace vectoriel de E. Alors H est
un hyperplan de E si et seulement si dimH = n - 1.

En particulier, dans un espace de di- Ku
mension trois, un hyperplan est un
plan vectoriel. Dans un espace de di-
mension deux, un hyperplan est une

droite vectorielle. Dans un espace de 0 R 0
dimension un, I'unique hyperplan est ~ H H
I'espace nul.

/

Le dernier résultat de cette partie montre que I'équation linéaire d'un hyperplan est essentiellement
unique (a multiplication par un scalaire non nul pres).
Proposition 10.31. Equations d’un hyperplan

Soit f € E* non nulle et H = Ker f. Pour tout g € E*,

a. HcKerg < €K, g=Af; b. H=Kerg < IeK*, g=Af.

5. Aspects algorithmiques dans les espaces canoniques K"

En choisissant une base, les calculs dans un IK-ev de dimension finie 7 se ramenent a ’espace cano-
nique K" des coordonnées. Nous allons dans ce paragraphe exposer quelques méthodes typiques.

5.1. Opérations sur une famille de vecteurs

Les opéations de pivots que nous avons effectués sur des vecteurs lignes ou colonnes s’étendent a
une famille quelconque (u;);¢1 de vecteurs d'un K-ev E : permuter deux vecteurs u; et u;, multiplier
u; par un scalaire A non nul, ajouter Au; a u; (avec i # j).

On commence par un résultat fondamental qui va justifier la plupart des algorithmes de cette section.

Proposition 10.32. Opérations sur une famille de vecteurs
Soit E un KK-ev et (¢;) ;1 une famille finie de vecteurs de E.
a. Le sev Vect(u;) ;e est invariant par opérations de pivot sur les vecteurs u;.
b. Larelation Vect(u;);er = Vect(u;) jen (i, €quivaut a u;, € Vect(u;) jen iy} -

c. Supposons (u;) e libre. La famille (u;) ;e1ugiy) est libre si et seulement si u;, ¢ Vect(u;) jer.

Les b. et c. sont des évidences géométriques : dans une famille génératrice, on peut supprimer tout
vecteur qui est combinaison linéaire des autres et on peut augmenter une famille libre en lui ajoutant
un vecteur qui n’est pas combinaison linéaire des autres.
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X Posons u; :=(1,1,2,1), u»:=(2,1,1,1), ug:=4,1,-1,1) et uy := (1,1, 1, 2).
v Effectuons des opérations de pivot sur les vecteurs de cette famille, écrits en ligne :

11 21 u; 11 2 1 u 11 2 1 up

21 11 uz N 0-1-3-1 uz—2uy 0-1-3-1 uz—2u;
41-11 |ug 0-3-9-3 uz—4u 00 -11 ug—ug
1112 ug 00 -11 ug—uy 00 0 O ug—4u;—3(uz2—2uy)

v Ainsi us —3up +2u; =0 et Vect(uy, up, us, uyg) = Vect(uy, up —2uy, ug — uy) par le a. du 10.32.
v On en déduit que rg(uy, uy, us, uyg) =rg(uy, up —2uy, ug — uy) = 3. En effet :

11 2 1 u

0-1-3-1 112—2111

00 -11 ug—u

Par le zéro en vert, la famille (#2 —2uy, uy — u;) estlibre car le premier vecteur n’est pas colinéaire
au second. Par les zéros en rouge, on a directement que u; ¢ Vect(u, —2u;, uy — u;) et donc que
la famille (u, up —2uy, uy — uy) estlibre. On a ici appliqué le c. du 10.32.

v Comme u3 = 3uy —2u,, on a Vect(uy, uy, us, uy) = Vect(uy, u, ug) par le b. du 10.32. La famille
(u1, Uz, ug) est donc libre car de rang 3.
X A partir de ce calcul, il est tres facile de compléter la famille libre (u,, u2, u4) en une base de R*:
11 21 u
0-1-3-1 u2—2u1

00 -11 ug—uj
00 1 ey

En ajoutant le vecteur canonique ey, on obtient que Vect(u;, Uy, us, e4) est de dimension 4 par des
arguments analogues a ceux développés ci-dessus. Ainsi (11, U2, Uy, e4) est une base de RA.

X Déterminons un systéme d’équations cartésiennes du sev F := Vect(uy, uy, uy4).

v SoitX:=(x, ¥, z, t). Reprenons les calculs initiaux :

1121 w 11 2 1 11 2 1 11 2 1
2111 up 0 -1 -3 -1 0-1 -3 -1 0-1-3 -1
1112 wg ~ 00 -1 1 ~ 00 -1 1 ~ 00 -1 1
xyzt X 0y—xz-2x t—x 0 0 z-2x-3(y—x) t—x—(y—x) 00 0 t—y+(x-3y+2)

v Comme (u, Uy, uy) estlibre, X e F < (uy, Uz, uy,X) estliée (par le c. 10.32). On en déduit que

XeF < x-4y+z+t=0
5.2. Utilisation de systemes linéaires

Comme nous 'avons entrevu au détour de quelques exemples, les systémes linéaires apparaissent
lorsque I'on étudie les relations de liaison.

X Soit u;:=(0,1,2,3), up:=@3,2,1,0), uz:=(1,1,1,1), ug :=(1,-1,-1,1) et us := (2,3, 1,0).

5
v Soit (A1,...,As) € R®. Résolvons ) A;u; =0.
i=1

who—O
oMW
e e e et
e
=W
~——

v Levecteur (Ag,...,As) est solution du systeme homogeéne de matrice A := (

v Par des opérations de pivots que nous ne détaillerons pas :
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121-13 12 1-13 12 1-13 12 1-13
A~ 211-11 _ 0-3-11 -5 _ 0-3-11 -5 _ 0-3-11 -5
30110 0-6-2 4 -9 00 0 2 1 00 0 2 1
03112 03 1 1 2 00 0 2 -3 00 0 0 -4

12 1-10) (12 100) (1-1000) (10300
0-3-110| |0-3-100| |01 300[ (013500
000 10| |00 010[ |00 010| |[00010
00001/ {00001/ {00001/ {00001

A A
v On en déduit les relations de liaisons : VA€ R, -3 U — 3 U +Ausz =0.

X On peut conclure de ce calcul de nombreux résultats.
v Les familles (u1, uy, us, uq) et (uy, uo, uy) sont respectivement liée et libre.
v Lafamille (uy, uy, ug, us) estlibre. Puisque que dim R* =4, c’est une base de R*.
v On en déduit que la famille (uy, ..., us) estliée et génératrice de RA.

v On sait qu’en extrayant un des vecteurs u;, uy ou u3 de (u1,..., us), on obtient une base de R*.

—— Aspects algorithmiques
= Pour extraire une base d'une famille génératrice, on détermine les relations de liaison.
= Pour compléter une famille libre en une base, on échelonne la famille par I'algorithme du pivot.
= Un sev F admet deux types de description :
© Paramétrique : F = Vect(uy, ..., up).
T Cartésienne: F vérifie un systeme d’équations cartésiennes (une base étant choisie).

= Pour calculer :
o FnG:ladescription cartésienne est la plus adaptée, on concaténe les équations de F et G.

o F+ G:ladescription paramétrique est la plus efficace, on concaténe les bases de F et G.
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6. Tests

10.1.® 9D
Donner des familles génératrices des sev .7, (K), 7, (IK), 2,(K), %, (K) et 27, (K) de .4, (K).

10.2. ® 9O
Soit E un KK-espace vectoriel et a, b, ¢ trois vecteurs de I'espace E.

a. Soit A\, A, u, 1’ quatre scalaires. Critiquer I'implication suivante :
Aa+ub=Na+p'b = A=\ et p=y/
b. Critiquer les implications suivantes : (a,b) liée — b € Vect(a) et (a,b,c) liée — c¢€

Vect(a, b).

10.3. ® D

Soit E un espace vectoriel sur K et u, v, w trois vecteurs de E. On pose u’ = v+w, v' = u+wet w' = u+v.
Etablir que (¢, V', w') est libre si et seulement si (u, v, w) est libre.

10.4.® D

Suite du test 10.1. de la page 2. Donner des bases des sev suivants de .#,(K) : .7, (K), 7, (K), 2,(K),
S K) et o7 n(K).

10.5.® D

Suite des tests 10.1. et 10.4. des pages 2 et 4. Calculer les dimensions des sev suivants de ./, (K) :
T (K), 7, (K), Zn(K), #(K) et o n(K).

10.6. ® D
Espaces de dimension infinie.

a. Pour i € IN, on pose u; = (8; ) new- Montrer que pour tout k € IN, la famille (u, uy, ..., uy) est libre
dans RN. Que peut-on en déduire quant a la dimension du R-espace vectoriel RN ?

b. Pour i € IN, on pose f; : x € R — x’. Montrer que pour tout k € IN, la famille (fp, fi,..., fi) est libre
dans €®°(R). Que peut-on en déduire quant a la dimension de €®°(R), €"(R) pour n € N, de RF ?

10.7.®9
Soit f: R3 — R3, (x,y,2) — (2x—y,—x+y,x—z). Prouver que f estunisomorphisme de R3 et expliciter
son isomorphisme réciproque L.

10.8. ® O
Soit F et G des sous-espaces de E. Les propositions suivantes sont-elles vraies?

a. E=FeG =— E estisomorphea F xG; b. E estisomorphea FxG — E=Fe&G.

10.9. ® 9O
Soit E un IK-ev de dimension finie n > 2, (11, u») une famille libre de E et v € E. Montrer I'’existence de

f e ZE)tel que f(uy) = f(ux) = v.
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10.10. ® 9O
Soit E un KK-ev de base (eq, es, e3).

a. Existe-t-il un endomorphisme f de E tel que f(e;) =e;, f(e1+ex) =ejet f(eg+ex+e3)=e1?

b. Méme question avec f(e,+e3) = ey, f(e;+e2) =eset f(e;—e3) =e; ?

10.11.®"9
SoitF={(x,y,2 eR* x=y=z}etG={(x,y,2 e R*; x+y=z}.

a. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3. Donner une inter-
prétation géométrique. Trouver une base de R3 adaptée a cette décomposition en somme directe.

b. Calculer le projeté sur F parallélement a G d’un vecteur (x, , z) de R3. Méme question en permu-
tant F et G.

10.12. ® 9O
Soit .#) et %, deux familles de vecteurs. Montrer que 1g(-#1,.%,) < r1g(%1) +1g(.%>).

10.13. ® 9D
Soit n < m deux entiers positifs. Que pensez-vous des assertions suivantes ?

a. Il n’existe pas d’application linéaire surjective de K" dans K.

b. Il n’existe pas d’application linéaire injective de IK"* dans IK".

10.14. ® O
Trouver deux IK-espaces vectoriels E et F de dimensions infinies et f € .Z(E, F) de rang fini non nul.

10.15. ® D
Soit H; et H, deux hyperplans distincts d'un espace vectoriel E de dimension finie 7.

a. Prouver que n > 2. b. Montrer que dim(H; nHy) =n-2.
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7. Solutions

10.1.88 O

a. Pour toutAe .7, (K),ona

A= Z Aj iEi

1<i<j<n

ainsi  (Ej j)i<icj<n est génératrice de

T (K).

b. On prouve de méme que (E; j)1<j<i<n €st
génératrice de .7, (K).

c. Pour toutA e 2,(K),on a
n
A=) A;iEi;
i=1
ainsi (E; ;)1<i<n est génératrice de 7, (K).
d. Pour tout A€ .¥,(K),ona

A
A:Z : ZEi,i-I-
i1 2

Ai,j(Eij +Eji)
Z J J J
1<i<j<n

ainsi (E; ; + E; j)1<i<j<n est génératrice de
Sn(K).

e. Pour tout A € &7, (IK), on a

A= ) Aij(Bij—Ej)

1<i<j<n

ainsi (E; j — E; j)1<i<j<n est génératrice de
I (K).

10.2.88 O

a. C’est faux en général. Par exemple pour a =
b=0,onal-a+1-b=0mais (1,1) # (0,0)!

b. Les deux implications sont fausses.

= Par exemple si a = 0, Vb € E, (a,b) est
liée. Mais il clair que I'implication est
vraie si on a de plus I'’hypothese a # 0.

= Pour la seconde implication:sia=b =0,
VceE, alors (a, b, ¢) est liée.

10.3.88 O
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= Supposons (u, v, w) libre. Soient a,b,c € R
tels que au’ + bv'+ cw' =0.0n a

b+ou+a+cv+(a+b)w=0

Puisque (u,v,w) est libre, b+c = a+c =
a+b=0etdonc a=>b=c=0.La famille
(u',v', w') estlibre.

= Réciproquement,onau'+v' +w' =2(u+v+

w) , donc

2u = —u'+v'+uw
2v =u'-v+u
2w=u+v-uw

Supposons (u/,v',w') libre. Soit a,b,c € R
tels que au + bv+ cw = 0. on a donc égale-
ment 2au+2bv+2cw =0, ie

(—a+b+u' +@a-b+c)v'+(a+b-c)w' =0

Puisque (¢, v/, w') est libre, —a+b+c=a—
b+c=a+b-c=0doua=b=c=0.1la
famille (u, v, w) est donc libre.

10.4.88 O
Suite du test 10.1. de la page 2.

a. Onavuque (E; j)1<i<j<n €st génératrice de
T, (K). Cette famille est libre car, pour tout

()\i,j)lgiéjgn € ]Kn(n+l)/2
Z )\i,jEi,j =0
I<i<jsn
équivaut a
)\Ll ...... )\Ln
0
=0
0 0 Apn

ie V(i, j) telque 1 <i < j<n,A;;=0.Ainsi
la famille initiale est libre. C’est donc bien
une base de .7, (K).

b. On prouve de méme que (E; j)1<j<i<n est
une base de .7, (K).
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c. La famille (E;;)1<i<n est clairement une
base de ,,(K).

d. On prouve comme au a. que la famille (E; ;+
E; j)1<i<j<n est une base de .7, (K).

e. Idem : (E;; — E; j)1<i<j<n est une base de

p(K).

10.5.88 O
Suite des tests 10.1. et 10.4. des pages 2 et 4.

a. On a vu que (E; j)1<igj<n €st une base de
F,;(K). Ainsi

dim ({7}: (]K)) — M

b. La famille (E;;)1<j<i<n €st une base de
7, (K) donc

dim (7 (10) = "1

c. La famille (E; ;)1<i<, est une base de Z,,(K)
donc
dim (Z,(K))=n

d. La famille (E; ; + E; j)1<i<j<n €St une base
de ., (K) donc
nn+1)

dim (yn (K)) = >

e. Lafamille (E; j—E; j)1<i<j<n €stunebase de
27, (IK) donc
nn-1)

dim (7, (K)) = 2

10.6.88 O

a. Soit k€ IN. Soit Ag,...,Ar € R tels que

k
> Aiui=(0)
i=0
La suite
k
Z)\iui =Ag,..,AL,0,...)
i=0
estnulle donc A\g = A1 =---=Ar =0. Ainsila

famille (uy,...,u;) est libre. Ceci étant vrai
pour tout k € IN, RN ne peut étre de dimen-
sion finie.
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b. Les f; sont bien de classe €. Soit k € IN.
Soient Ay, ...,Ar € R tels que

n
Z Aifi=0
i=0

En dérivant j fois o1 0 < j < k et en éva-
luant en 0, on trouve A; = 0. Ainsi la famille
(fo,--., fx) estlibre. Ceci étant vrai pour tout
k € N, >°(R) ne peut étre de dimension fi-
nie. Comme %*°(R) est un sous-espace vec-
toriel de €"(R) pour tout n € N et de RE,
ces espaces vectoriels sont également de di-
mension infinie.

10.7.88 ©
Lapplication f est clairement linéaire de
R3 dans R3. Pour tous x,y,z,x,y,z € R,
fx,y,2) = (x,y,z') si et seulement si

2x -y =X
-x+y =Y
X -z=2

Appliquons la méthode du pivot de Gauss sous
sa forme matricielle

2 0 1|7
“11 0 |y
2 =10 | X

par les opérations Ly — Ly + L et L3 — L3 — 2L,

20 -1 z'
01 -1| y+72
0-1 2 | x'-272

puis L3 —L3z+Ly
20-1 z'
01-1
001 [x'+y -2

yl+zl

X = x+y
y= x+2y
z=x'+y -2
ainsi f estun isomorphisme et f~! est défini sur

R3 par
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10.8.88 O

a.

b.

10.9.88 O

62— xX+y,x+2y,x+y—2).

Vrai : 'application
¢:FxG—E
f&—rf+g

est surjective car F+ G = E et injective car
FNnG={0}.

Faux. Contre-exemple : E=R?, F=G =R x
0.

On applique le théoreme de la base incom-
plete a la famille libre (u;, uy) : il existe des vec-
teurs es, ..., e, telsque (uy, up, e3, ..., e,) soitune
base de E. Il suffit de considérer par exemple f,
unique endomorphisme de E tel que

10.10.88 O

flu) =v
flu) = v
flex) =0 Vkel[3,n]

Rappelons qu'un endomorphisme de E est en-
tierement défini par I'image d'une base de E.

a.

b.

10.11.88 O

a.

La famille (eq, e; + es, €1 + e> + e3) étant une
base de E, un tel endomorphisme f existe.

Puisque e —e3 = e; + e2 — (e2 + e3), la famille
(e2 + e3,e1 + e2,e1 — e3) nN'est pas une base
de E. Comme la famille (e, + e3,e; + e3) est
libre (par un pivot élémentaire et puisque
(e1,e2,e3) est une base de E), f existe si et
seulement si la derniere équation est com-
patible avec les deux premieres. Comme
e3—e» # e (car (ej, ey, e3) est une base de E),
la derniere équation est incompatible avec
les deux premieres : un tel endomorphisme
f nexiste pas.

On a F = {(x,x,x) eR*;xeR} donc F =
Vect(u;) ou u; = (1,1,1). F est un sous-
espace vectoriel de E de dimension 1. De
méme
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G={(x,y,x+y) eR’; (x,y) e R?*}
ainsi G = Vect (uy, us) ou
up, =(1,0,1) et u3=1(0,1,1)

G est donc un sous-espace vectoriel de E
de dimension 2 car la famille (u», u3) est
clairement libre. Puisque dim (F) + dim (G) =
dim (E), pour établir que F et G sont sup-
plémentaires dans E, il suffit de vérifier que
Fn G = {0}. Soit (x,y,z) € FNG, on a alors
xX=y=2zetz=x+ydoncz=2zc'est-a-dire
z=0puis (x,y,z) =0.

Commentaire

Linterprétation géométrique est claire : F
est une droite vectorielle de 1'espace qui
n'est pas contenue dans le plan vectoriel
G;les deux sous-espaces sont donc sup-
plémentaires.

. Soit (x,y,2) € E. D’apres la question précé-

dente, il existe un unique triplet de nombres
(a,B,v) tel que

(x,y,2) =au; +Puy +yus
c’est-a-dire,

a+p =X
(01 +Yy=y
a+Pp+y=z

Appliquons la méthode du pivot de Gauss
sous sa forme matricielle,

1101 x
101 |y
111 z

parL, —Lo-LyetL; —L3—-1;,

110 X
0-11|y—-x
001|z—x

D’ot les solutions,
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a= x+y-2z

p= -—-y+z
Y=-Xx z

Le projeté de (x, y, z) sur F parallélement a G
vaut donc:

ay=(x+y—-z,x+y—-2z,x+y—2)
et celui de (x, y, z) sur G parallélement a F :

Pus +yus=(z-y,z—x,2z—x-Y)

10.12.e8 ©

Notons F; = Vect(.%;) pour i € [1,2]. Ona
rg(F1) = dim(Fy)
rg(F>) = dim(F,)

1g(F1, %2) = dim(F; + Fy)

Et, d’apres la relation de Grassmann, dim (F; +
F2) <dim(F;) + dim (F»).

10.13.88 O

On part de la remarque suivante : si f : E —
F avec dim(E) et dim(F) finie, alors rg(f) <
dim(F) et rg(f) < dim(E).

a. Vrai car

f: K" — K™ surjective <= rg(f)=m
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b. Vrai car

f: K™ — K" injective < rg(f) =m

10.14.88 ©
Soit E=%°(R,R) et

¢:E—E
f—|R—R
x — f(0)

Im(¢) est 'ensemble des fonctions constantes
donc rg(¢p) = 1 mais E est de dimension infinie.

10.15.88 O

a. Puisqu’en dimension 1 , le seul hyperplan
estl’espace nul,onan > 2.

b. Puisque les deux hyperplans sont distincts,
il existe u € H; \H,. On a donc

E=H,®KucH,+H; cE,

ainsi E = H; + H, et d’apres la formule de
Grassmann,

dimMH;nHy)=n-1+n-1-n=n-2.
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