ALG 11 Polynomes a coefficients dans K

On fonde une théorie des polynomes indépendemment de celle des fonctions. Cette
version formelle des polynomes se généralise a d'autres corps que R et C, comme
par exemple les corps finis.
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¢ héritage mathématique grec se résume a I'arithmétique et a la géomeétrie. Certes, quelques
I savants (cf. Diophante) ont abordé la résolution des équations mais sans aucun recours au
symbolisme et en reposant systématiquement leurs travaux sur des considérations géomé-

triques.

La naissance de I’Algebre date du Moyen-Age arabe, période ou les mathé-
matiques se sont progressivement détachées de l'influence de la géomé-
trie : le savant Al-Khwarizmi jette les bases de cette nouvelle branche des
mathématiques dans son Abrégé du calcul par restauration et comparaison,
al'origine du mot Al-jabr', algebre. Il fallut cependant attendre I'époque de
Claude Viete et de René Descartes pour que se développe le calcul littéral
sur les inconnues x, y, etc. Des cette époque les savants recherchent les re-
lations existant entre les ceefficients d'un polyndémes et ses racines.

Ces développements aboutirent a I'invention des nombres complexes (cf.
ST : Bombelli, Gauss, etc.), au théoréme fondamental de 'algebre (cf. D’Alem-

Lagrange bert, Gauss) et aux travaux d’Evariste Galois sur les groupes de permutation
et la résolubilité des équations algébriques.

Seule figure au programme la résolution générale des équations de degré deux. Il faut cependant sa-
voir qu'il existe des méthodes générales de résolution des équations de degré trois (cf. les travaux de
Scipion del Ferro) et quatre (cf. Ferrari et plus tardivement Lagrange). Aprés de nombreux échecs
concernant I'ordre cing, Evariste Galois prouva au début du XIX ¢ siecle qu’au-dela de I'ordre quatre,
il n’existe aucune formule générale permettant de calculer les racines d'un polyndéme a ’aide de radi-
caux.

1. Algebre K[X] des polynomes a coefficients dans K

Une expression de la forme pg + p1x+ p2x% +---+ p,x" ott n € N a un sens lorsque les variables py
(0 < k < n) et x appartiennent a un anneau (A, +, x). Mais quel sens précis faut-il donner au mot
« expression» ? La réponse la plus immédiate est de définir cette « expression» comme l'application
¢ de A dans A telle que, pour tout élément x de A, @(x) = pg + p1X + p2x* +...+ p,x"*; ce type de
fonction est appelée une fonction polynomiale a coefficients dans A de la variable x. Cette premieére
approche s’avere en fait incomplete.

Placons-nous un instant dans le cas ot 'anneau A est le corps IF, := {0,1}. Les opérations + et x sont
définies par :

+{0|1 x|0]1
011 |ofo0]0
1{1(0

Considérons les fonctions polynomiales de I, dans IF, définies par f(x) = x>+ x et g(x) = x3 + x.
Puisque 0" = 0 et 1” = 1 pour tout entier naturel non nul n, ces deux fonctions coincident sur IF». Une
affirmation telle que f est de degré 2 et g de degré 3 n’a donc aucun sens puisque f = g. Cependant,
les formules définissant f et g sont effectivement différentes. La définition d'une expression du type

1. Ce mot signifie littéralement « remplissage ou réduction d’une fracture». Chez Cervantes, le mot algebrista désigne un rebouteux.
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précédent comme une fonction de I', dans IF, est donc insuffisante car elle ne permet pas de distin-
guer entre les deux formules. Cette remarque permet de cerner l'intérét de la notion de polynome :
différencier une expression du type précédent de la fonction qu’elle définit.

Nous allons introduire dans ce chapitre la notion générale de polyndme a coefficients dans le corps R
ou C, et verrons que dans ce cas, il est possible d’identifier un polyndéme a la fonction polynomiale qui
lui est associée. Lensemble des définitions de cette partie sont cependant généralisables a n'importe
quel corps (K, +, x) et 'exemple précédent prouve qu’il faut alors distinguer les notions de polynéme
et de fonction polynomiale.

Les développements récents de la cryptologie? utilisent les propriétés des polyndmes a coefficients
dans un corps K fini, cadre dans lequel cette distinction n’est pas gratuite.

Dans tout ce qui suit, IK désigne le corps R ou C. Dans I’esprit du mécano de la théorie des ensembles,
nous allons construire I’ensemble des polynémes a coefficients dans K a partir des ensembles dont
nous disposons. L'objectif de ce premier paragraphe est de définir un polyn6me comme une suite
(Pr)new d’éléments de KK nulle a partir d'un certain 1rang3 :dnpe N, Vn > ny, p, = 0. Le poly-
ndéme correspondant a I’expression x% + x sera (0,1,1,0,...) et celui correspondant a x*—2x+1 sera
(1,-2,0,1,0,...), les points de suspension signifiant que la suite stationne a la valeur 0. Il restera alors
a définir trois opérations sur les polyndmes, celles correspondant aux calculs suivants :

W+ +a—2x+D=x*+x3—x+1, B+ x-2x+D=x"+x°-2x*+ ®-2x% +x

et3(x3+x) =3x3 +3x.

1.1. Polyndmes a coefficients dans K

Définition 11.0. Polynémes formels a coefficients dans K
On appelle polyndme a coefficients dans K toute suite P = (p,) ;e nulle a partir d'un certain rang.

On note K™ I’ensemble de ces suites.

Une suite nulle a partir d'un certain rang est également appelée une suite presque nulle.

Définition 11.0. Opérations sur les polynomes
Pour tous P = (p,) ey € KM, Q = () new € K™ et A € K, on pose
n
P+Q=(pn+gn)nen, AP =App)pnen €t PQ=(cp)pen ol VREN, ¢, = Z Pkdn-k
k=0
Ces opérations définissent respectivement une loi interne, externe a domaine d’opérateurs K et

une loi interne sur K™,

Cette définition du produit peut paraitre déroutante au premier regard... En fait, elle est tout a fait
naturelle quand on se pose la question suivante : quel est le coefficient de x" dans le produit

S oprxf || Y qrx®| 2

keIN keIN

2. Etymologiquement science du secret, la cryptologie est la science du codage et du décodage de données, une discipline 4 mi-chemin entre les
mathématiques et I'informatique. Les cryptologues sont nos amis : c’est grace a eux que nous pouvons effectuer en toute sécurité des transactions
bancaires sur internet.

3. Rappelons que I'ensemble KN des suites d’éléments de K a été défini dans le chapitre sur les structures algébriques.
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Ce produit fait apparaitre aprés développement des expressions de la forme prx*qex’ = prgex+t.

Pour trouver le coefficient de x” il faut donc sommer tous les py gy tels que k+ € = n, d’ot1 la définition
choisie.

Nous regroupons dans la proposition suivante I’ensemble des regles de calcul sur les polyndmes.
Toutes les vérifications sont élémentaires et laissées au lecteur.

Proposition 11.1. Structure d’algebre de K[X]

(]K(]N), +,+, x) est une [K-algebre associative et commutative.

Ajoutons que les éléments neutres pour les lois + et x sont respectivement égaux a (0,...) et (1,0,...).
L'anneau (K[X], +, x) étant commutatif, la formule du binome de Newton y est valable. Comme dans
tout anneau commutatif, les formules du binéme et de factorisation de A” — B” sont appliquables
dans KI[X].

1.2. Base canonique de I'algébre K[X]

L'écriture sous forme de suite presque nulle d'un polyndéme est trés lourde a manipuler. Le recours a
I'indéterminée X, qui n'est autre qu'un polyndéme particulier, permet d’alléger a la fois les raisonne-
ments et les calculs.

Définition 11.2. Lindéterminée X

On note X 'unique élément de K™ dont le seul terme non nul est celui d’indice 1 et vaut 1, c’est-
a-dire X =(0,1,0,...).

Attention, il ne faut pas confondre le polynéme X avec une variable. Dés que le contexte fait interve-
nir I'anneau KI[X], la lettre majuscule X est une notation réservée (au méme titre que la lettre i des
nombres complexes). On n’écrira donc JAMAIS des phrases du type « en posant X = ...» qui n‘ont
aucun sens !

Définition 11.3. Lalgebre K[X] (#11.1)
On rassemble ici quelques propriétés usuelles.
= On prouve par récurrence que, pour tout k € N*, X =(0,...,0,1,0,...) (k zéros au début).
= Les polynomes de la forme AX¥ o1 k € N et A € K sont appelés des mondmes.
= Soit (pn) new € KM 11 existe un entier naturel ng tel que VYn>ny, p, =0.0n pose
koW ok
> Xt =) piX
kelN k=0

Cette notation a I'avantage d’éviter le recours a I'entier ng et d’alléger en conséquence les dé-
monstrations.

= La notation KN de I'ensemble des polynomes sur le corps K est désormais caduque. Nous
noterons désormais IK[X] cet ensemble.

On prendra garde a la notation ),y pnX" : il ne s’agit pas d’'une limite mais en fait d'une somme finie
car les py sont nuls APCR. Toutes les sommes de ce chapitre seront finies!
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Proposition 11.4. Base canonique de IK[X]

Lalgebre K[X] est de dimension infinie et (X"),cv en est une base, appelée base canonique de
IK[X]. Ainsi, pour tout P € K[X], il existe une unique (p,) € K™ telle que P = ¥ jei piXF. Les pr
sont appelés coefficients du polynome P.

Les polynomes (a,0,...) sont appelés polynémes constants. Lapplication ¢ : IK — K[X] définie par
a— ax’=(a,0,...)

vérifie les propriétés ¢ (a+ b) = ¢(a) + d(b), p(ab) = p(a)d(b) et b(1) =1 (ce dernier « 1 » désignant le
neutre de K[X]). C’est un morphisme d’anneaux injectif dont I'image est '’ensemble des polynémes
constants. Par cette propriété de morphisme, ¢ (IK) (ensemble des polyndmes constants) est donc un
corps isomorphe a K. On fera I’abus suivant d’écriture : on notera a le polynéme aX’, i.e. on identifie
le scalaire a et le polyndme constant aX?’. Via cette identification, on a donc K c IK[X]. En particulier,
I’élément neutre X° = (1,0,...) pour la loi x est égal a 1 et 'élément neutre (0,...) pour la loi + est égal
ao.

—— Identification des coefficients

On déduit de la proposition précédente un résultat bien connu : deux polynémes sont égaux si et
seulement si ils ont les mémes coefficients, c’est-a-dire, pour toutes suites presque nulles (p,) et
(qn)

Z kak: Z quk — VkEIN, Pk = gk
kelN kelN

On formalise ici en particulier la notion bien connue de degré.

Soit un polynéme P = (p,;) non nul; de maniere Définition 11.5. Degré
équivalente
Soit P € K[X].
k
P=) piX"#0 = SiP =0, on pose
kelN
deg(P) = —oc0

PosonsE = {k € IN; py # 0}. Puisque la suite (p,)

estnon nulle, E est non vide. Comme cette suite = Sj
est presque nulle, E est une partie majorée” de

IN. E admet donc un plus grand élément (noté

n) en tant que partie non vide et majorée de IN.

On adonc

P=) p.X"#0
nelN
on note deg(P) le plus grand entier naturel
ntel que p, # 0. Lentier deg(P) est appelé
degré du polynome P.

P=po+-+p,X"

X Par exemple, P:= (X+1)°—1-X° = 5X* +10X3 + 10X? +5X par la formule du binéme donc degP = 4.

Le choix de la convention deg0 = —oo est loin d’étre arbitraire. Il permet d’éviter les cas particuliers
dans les théoremes qui suivent, moyennant quelques conventions. On posera désormais —oo+(—o0) =
—oo et, pour tout n € N, n+ (—o00) = (—o0) + n = —o0.

4. En effet, si p;, =0 dés que n > ng, 'entier ng est un majorant de E.
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Définition 11.6. Coefficient dominant, polynome unitaire (#11.2)
Soit P un polynéme non nul, de degré n > 0. Il s’écrit de maniere unique P = pg +--- + p,X"" avec
pn#0.
= Le coefficient p,, est appelé coefficient dominant de P.

= Un polynome est dit unitaire lorsque son coefficient dominant vaut 1.

La proposition suivante rassemble les principales propriétés du degré.

Proposition 11.7. Propriétés du degré

Soit P et Q dans K[X].
a. deg(PQ) =degP +degQ et deg(P + Q) < max(degP, degQ).
b. SidegP # degQ, on a deg(P + Q) = max(degP, degQ); c) VAeK*, deg(AP)=degP.
Par une récurrence facile, on étend ces formules a m polynomes :
m

m m
deg[[P; = ) degP; et deg) P; < max degP;
. =

i=1 i=1 i= i€[1,m]

On retiendra facilement la formule exprimant deg(PQ) en visualisant le produit PQ de la manieére
suivante,

n n
siP=) piX* et Q=Y giX¥, alors PQ=poqo+--+ppquX""
k=0 k=0

ot les pointillés désignent une somme de mondmes de degré compris strictement entre 0 et n+ n’.
L'anneau K[X] est intégre, ie pour tous polyndémes P et Q, PQ = 0 si et seulement si P = 0 ou Q = 0.

Ceci découle de la formule du degré de degPQ, qui justifie les équivalences suivantes : PQ = 0 si et
seulement si deg PQ = —oo0, si et seulement si degP = —oo ou deg Q = —oo.

Attention au polynome nul!

11 faut toujours faire attention quand on parle du degré d'un polynome P : c’est un entier si P # 0,
sinon il vaut —oo. Il faut donc mettre de c6té de cas de P = 0, au moyen d’une disjonction de cas.

Proposition 11.8. Sev des polynomes de degré inférieur a n

Soit n € IN. Lensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n, noté IK,[X], est un sev de
dimension finie de K[X]. La famille (1,X,...,X") est une base de I, [X], dite base canonique de
K, [X]. En particulier, dim IK,[X] = n + 1.

Définition 11.9. Famille de polyn6mes de degrés étagés

Une famille (Py,...,P,) de polyndmes est dite de degrés étagés si 0 < degPy < degP; <--- <degP,,.

On notera que la condition deg(Py) > 0 impose que Py # 0. Plus généralement, le caractére étagé des
degrés est une condition suffisante de liberté.
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Proposition 11.10. Familles de polynomes de degrés étagés

Toute famille de polyndmes de degrés étagés est libre.

X On pose Hy=1et, pour ke N*, H, = XX —-1)--- (X -k + 1). Pour tout n € IN, la famille (Hy,...,H,,)
est une base de IK,[X], appelée base de Hilbert. En effet, pour tout k € [0, ], deg Hy = k (produit de
k polyndémes de degré un, en utilisant I'extension des formules du 1.2) : (Hy,...,H;) est donc une
famille de polynomes de degrés étagés.

2. Substitution dans une IK-algebre

La notation X symbolise la capacité de 'indéterminée a étre remplacée dans un polynéme par n'im-
porte quel élément a d'une KK-algebre A. Par exemple, pour M € .#,,(IK), on pourra donner un sens a
P(M) (on dit que I'on substitue M a X), utiliser la notation IK[M], etc.

Définition 11.11. Substitution dans une IK-algébre

Soit A une KK-algebre d’élément neutre 14 et a € A.
= Pour P = pyp+ p1X+...+ pX" € K[X], on pose P(a) = pola + pra+---+ ppa™.
= On note K[a] := {P(a); P € K[X]}.

La notion de substitution permet donc d’unifier différents cadres (fonctions polynomiales, composi-
tion des polyndmes, polyndmes de matrices, etc).

X SoitP:=X3-X+1.
v Substitutiondans A :=K: P(2)=23-2+1=7.
v Substitution dans A := K[X]: PX?) = X?3-X?)+1=X-X?+1.
v Substitution dans A := .Z,(K) : OnaP(A) = A3 -~ A+1, pour A € .#>(K).

X Lorsque Q =X,onaP(Q) = po+ p1X+...+ p,X" =P et on peut donc écrire que P(X) = P. Attention,
il ne faudra en revanche pas confondre f et f(x) pour des fonctions polynomiales.

v Plus généralement, pour deux polynomes P et Q, on note également P o Q la substitution P(Q).
Ce polyndme est appelé polynome composé de P et Q.

v Déterminons les polyndmes P de K[X] vérifiant P(X+ 1) = P(X). On va établir que P(X+ 1) = P(X)
si et seulement si P est de degré nul. Si P est de degré nul, alors P(X + 1) = P(X). Montrons la
réciproque par contraposition. Supposons que degP > 1, notons n ce degré et P = ZZ:O kak.
Ona

n n
PX+1)-PX) = Y px ((X+ Dk —Xk) =y pk((X+ Dk —Xk)
k=0 k=1
Pour k dans N*, ona (X+ 1)F-XF =y 5! (’Z)Xe, polynome de degré k — 1. Comme p,, # 0, on en
déduit que deg (PX+1) -P(X)) =n—-1donc PX+1)-P(X) #0.

Les propriétés de la substitution sont générales. En particulier, le c) est équivalent a la linéarité de
I'application P — P(a).
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Proposition 11.12. Propriétés de la substitution

Pour tout a € K, tout (PQ) e K[X]? ettout A€ K, ona:
a. (P+AQ)(a) =P(a)+AQ(a); b. (PQ)(a) =P(a)Q(a); c. PoQ)(a) =P(Q(a)).

Par exemple, si P = X —a)(X - b) +X3, zeKetAe #,(K), on peut donc écrire P(A) = (A—aly)(A -
bl,) + A3 et P(z) = (z— a)(z — b) + z° par les propriétés a. et b.

On a jusqu’a ici considéré des propriétés de 'application de substitution P — P(a). Nous retournons
a présent le point de vue en nous intéressant a I'application d’évaluation a — P(a).

Définition 11.13. Fonction polynomiale associée a un polynome

Soit P € IK[X] et a € K. Lapplication P : K — KK définie par P(x) = P(x) est appelée fonction polyno-
miale associée a P.

On dit également que le nombre P(a) est la valeur du polynome P en a. Evaluer un polynéme P en a,
c’est calculer le scalaire P(a).

3. Dérivation sur K[X]

Comme pour la composition, il s’agit de définir formellement la dérivée d'un polyndome, sans recourir
ala notion de limite.

Définition 11.14. Dérivée d’'un polyndme (7 11.3 )

On note D : K[X] — K[X] I'unique application linéaire telle que D(1) = 0 et Yn € N*, D (X"*) = nX"" 1.
Pour tout P dans IK[X], on note P’ := D(P) (ce polyndme est appelé polyndéme dérivé de P).

Le lecteur est familier avec ces calculs :

n
X On adonc pour tout P = ZZ:O kak e K[X], P/ = Z kkak_1 (convention 0 si 7 = 0).
k=1

X Le polynéme dérivé de P = X* — 6X3 + 2 vaut P’ = 4X3 — 18X2.

X 11 est clair qu'un polynome P € IK[X] vérifie P’ = 0 si et seulement si P est constant, c’est-a-dire
Pe Ky[X] = K.

Proposition 11.15. Propriétés de la dérivation
En reprenant les notations de la définition ci-dessus :
a. V(BQ e K[X)?, (PQ)'=P'Q+PQ’;
b. Pour tous n€ N* et P e K[X], (P™)' = nP'P"1;
c. Pour tous polyndomes P et Q dans K[X], ona (PoQ)' =Q’ x (P'0Q).

Nous venons de construire une notion de dérivation formelle et purement algébrique des polyndmes
a coefficients dans R ou C, c’est-a-dire sans faire appel a des passages a la limite, a des taux d’accrois-
sement, etc. Cependant, dans le cas ou P € R[X], la dérivée de la fonction polynomiale P associée a
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P est bien définie et notée (P)'. Il est clair que cette fonction est la fonctlon polynomiale associée au
polynéme dérivé D(P) = P’ de P. Ainsi, pour tout P € R[X], on a D(P) = P’ = (P)'. Nous ne savons pas
encore dériver des fonctions de la variable complexe. Dans tout ce qui su1t, seule la dérivée formelle
de P € C[X] aura un sens.

Litération de 'opération de dérivation permet de définir des polyndmes dérivés de tout ordre entier.

Définition 11.16. Dérivées successives

Pour tout k € IN*, la composée D = Do...D (k fois) est bien définie et pour tout polyndome P € K[X],
on note P%) = Dk(P) et on I'appelle polynome dérivé d’ordre k de P.

On adoptera la convention usuelle D° = id ;. Ainsi, VP € K[X], P = P. On notera souvent P” au
lieu de P@.

X Posons par exemple P:=X*—-5X3+4X+1.Ona P’ =4X3 - 15X? +4, P" = 12X? - 30X, P® = 24X - 30,
P® =24 et, pour tout entier k > 5, P® =0,

X Plus généralement, pour tout n € N*, on a Ker D" = K,,_; [X].

Le lecteur pourra aborder le test (# 11.4 ). Par une récurrence facile, on prouve la formule suivante.

Proposition 11.17. Dérivées successives d’'un mondme (#11.5)

SoitnelN,aelKetP=X-a)". On aalors

nl
Vk>n P® =0 et Vk<n, P(k)—( k)'(x et

Lidentité de Leibniz (PQ)’ = P'Q + PQ’ se généralise a un ordre n quelconque de la maniére suivante.

Proposition 11.18. Formule de Leibniz

n
VRQ KX VneN, Q™ =3 (Z)P%(n_k).
k=0

Le lecteur aura remarqué que la preuve de la formule de Leibniz est en tout point similaire a la dé-
monstration de la formule du bindéme.

Proposition 11.19. Formule de Taylor

n P(k)(a) ‘
vneN, VPeK,[X], YacK, PX) = ZT(X—a) :
k=0 %

Ce théoreme montre que la formule de Taylor-Young, démontrée dans le cours d’asymptotique AN 6,
est exacte pour les polyndmes, ie le reste en o est nul si on applique la formule a un ordre supérieur
ou égal au degré du polynome.
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4. Division euclidienne dans K [X]

Nous allons définir sur K[X] une arithmétique analogue a celle des entiers relatifs. Le point de départ

......

sur K[X].

Définition 11.20. Divisibilité dans IK[X]
Soit A et B dans K[X].

= On dit que A est divisible par B, que B divise A ou encore que A est un multiple de B lorsqu’il
existe Q € K[X] tel que A =BQ. On note alors B|A.

= L'ensemble des multiples de A est noté AIK[X] = {AP; P € K[X]}.

X Par exemple, le polynome X* + X est divisible par les polyndmes X et X + 1, mais également par le
polynéme X + 1 puisque X* + X = (X + 1) (X3 - X2 +X).

X Plus généralement, pour tout n € IN, X2n+1 4 1 est divisible par X +1 car

2n
k=0

Il existe sur 'anneau K[X] une division euclidienne analogue a celle de (Z, +, x). Elle est au fondement
de I'arithmétique des polyndomes. Effectuer la division d'un polynéme A par un autre polynéme B non
nul revient a écrire A sous la forme A = BQ + R avec (Q,R) € K[X]? et deg(R) < deg(B). La proposition
suivante établit I’existence et I'unicité de ce couple (Q,R).

X Effectuons, avant une preuve générale, la division euclidienne de A = X2-2X+1 par B=X-3.

On recherche un mondéme Q; tel que deg(A—-Q;B) <degA : Q; =X X2_ox+1|x—3

convient. Puis on détermine un monoéme Q, tel que _X2-3% Ixo1
deg(A—Q;B-Q,B) < deg(A-Q;B) —X+1

Q2 =1 convient. Puisque deg(A - Q;B - Q.B) < degB, la division est —X-3

terminée. =4

Ainsi X2-2X+1=X+1)(X=3)+4.0n pose la division euclidienne sur K[X] comme ci-dessus.

Proposition 11.21. Division euclidienne dans K[X) (711.6)
Soit A et B dans K[X] avec B # 0. Il existe un unique couple de polynémes (Q,R) de K[X] tel que
A=BQ+R et deg(R)<deg(B)

Les polynomes Q et R sont appelés quotient et reste dans la division euclidienne de A par B.

L'unicité dans la division euclidienne sur K[X] permet d’affirmer qu'un polynéme B # 0 divise A si et
seulement sile reste dans la division euclidienne de A par B est nul.

X Effectuons la division euclidienne de A = X* + X? + 2 par B = X? — 3. En adoptant la notation décrite
ci-dessus:
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Xt +X2+X+2|X%-3
- (X*-3x% X2 4+ 4
= 4X%2 +X+2 ainsi A= (X2 +4)B+ X+ 14)
— (4X?-12)
=X+14

X Déterminons le reste dans la division euclidienne de P € IK[X] par X — a puis (X — a’ouack.

v Comme deg(X — a) = 1, le reste dans la division euclidienne de P par X — a est un polynéme
constant A. En notant Q le quotient, on a P = (X—a)Q+A. En substituant a a X dans cette relation,
onaP(a)=A.

v Passons ala division euclidienne par (X—a)?. On peut procéder de méme : le reste dans la division
euclidienne de P par (X — a)? est de la forme uX + v. En notant Q le quotient, ona P = (X — a)?Q +
uX+v.Onentire P(a) = ua+ v etP'(a) = udou uX+ v =P(a) + P'(a) X — a). On peut retrouver
ce résultat en appliquant la formule de Taylor :

pwo
PX) = ) o X-a* =P@+P@X-a)+X-a)? ) %(X—a)k_z
kelN k>2

pw® (a)

qui donne directement la division euclidienne de P par (X — a)?.

5. Racines d'un polynéome

On commence par une définition bien connue.

Définition 11.22. Racine(s) d’'un polynéme (#11.7)

Soit P € K[X] et a dans K. On dit que a est une racine°de P lorsque P () = 0, autrement dit lorsque
a est un zéro de la fonction P : K — K.

Une équation de la forme P(a) = 0 ou P € K[X] est appelée une équation algébrique sur K. Elle est dite
de degré n € IN lorsque deg(P) = n. Le lecteur est renvoyé au chapitre sur les nombres complexes ot il
trouvera la méthode générale de résolution des équations algébriques de degré deux sur C.

Le lecteur peut ici aborder le test (£ 11.8).
5.1. Majoration du nombre de racines
Nous allons faire le lien entre la notion de racine et I’arithmétique des polynomes.

Proposition 11.23.

Soit P € K[X] et a € IK. Alors a est une racine de P si et seulement si (X — a) | P.

Ce résultat se généralise au cas de m > 1 racines par des arguments d’arithmétique.

5. Le terme «racine» provient d'une analogie avec un arbre : les ccefficients sont les branches de I'arbre, les racines sont la partie souterraine, cachée
du polynome.
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Proposition 11.24.

Sia,...,a; sont des racines deux a deux distinctes de P € IK[X], alors X—a;)... X— a,,) | P.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat central de ce paragraphe : le degré d’'un
polyndéme non nul P de K[X] est un majorant du nombre de ses racines dans K.

Proposition 11.25.

Tout polyndéme P € K[X] non nul admet au plus deg P racines dans K.

On en déduit immédiatement que le seul polyn6me admettant une infinité de racines dans K est le
polynéme nul.

Comment montrer qu'un polynéme est nul ?
U

n polynome P € KK[X] est nul si et seulement si il admet une infinité de racines dans K.

X Déterminons les polynomes P € K[X] tels que P(X + 1) = P(X). Considérons un tel polynéme et
posons Q:=P—-P(0).Ona QX +1) =QX) et Q(0) =0. Pour n € N, ona Q(n+1) = Q(n) et on en
déduit par une récurrence facile que Q(n) = 0 pour tout n € IN. Comme Q est admet une infinité de
racines, Q est nul. Ainsi Q est constant. Il est clair que, réciproquement, tout polynéme constant P
vérifie P(X + 1) = P(X).

Nous avons maintenant les outils pour mieux comprendre les liens entre polynémes et fonctions po-
lynomiales dans le cas ou le corps de base est K = R ou C.

Proposition 11.26.
Lapplication F : IX[X] — K définie par F(P) = P est injective.
Autrement dit, deux polynémes a coefficients dans R ou C sont égaux si et seulement sileurs fonctions
polynomiales associées sont égales. Le lecteur aura remarqué que le caractere infini du corps K joue

un role central dans cette démonstration. Comme nous I’avons vu en introduction de ce chapitre, les
polynomes P; = X3 + X et P, = X? + X sur k := ¥, = {0, 1} sont distincts bien que P; = P,.

5.2. Le théoreme de D’Alembert-Gauss
Nous avons démontré dans le chapitre consacré aux nombres complexes que tout polynéme de degré
deux a coefficients dans C admet une racine dans C. Ce résultat est généralisable a un polynéme de

degré quelconque mais non constant.

Theoreme 11.27. D’Alembert-Gauss

Tout P € C[X] non constant admet une racine dans C.

Ce théoréme est admis. Il existe de nombreuses démonstrations de ce théoréme, reposant sur des
considérations analytiques.
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Corollaire 11.28.

n
Pour tout P € C[X] non constant de degré n, 3(z1,...,2,,A) € C", P=A [ X - z).
k=1

X Pour tout polyndme P non constant de C[X], la fonction P : C — C est surjective.

v Soit w € C. Comme P — w n’est pas constant, on déduit du théoreme de D’Alembert-Gauss que
P — w admet au moins une racine zy dans C. Ainsi, ® = P(zg).

v On en déduit que P est surjective.

Définition 11.29. Polyndome scindé
Un polynoéme P € K[X] est dit scindé sur K s'il existe n € N*, (x1,...,x,) € K" et A e K* tels que

P=A]](X-xp)
k=1

Autrement dit, un polynéme est scindé sur K si et seulement si il est le produit de polyndmes de K[X]
de degré un. On peut donc reformuler le théoréme de d’Alembert-Gauss : tout polynéme de C[X] non
constant est scindé sur C.

5.3. Multiplicité d’une racine

A toute racine d'un polynéme non nul est associée une multiplicité.

Définition 11.30. Multiplicité ou ordre d’'une racine
SoitP e K[X]\{0} et a € K.

= Il existe un plus grand entier naturel n tel que (X—a)” | P. Cet entier est appelé la multiplicité (ou
encore |'ordre) de a dans le polyndme P. On notera p,(P) cette multiplicité. En particulier, a est
racine de P si et seulement si p,(P) #0.

= Une racine de multiplicité un est dite simple. Une racine est dite multiple si elle n’est pas simple.

= Ona n = p,(P) si et seulement si il existe Q € IK[X] tel que P = (X —a)"Q et Q(a) #0.

La multiplicité n de a dans P est donc la plus grande puissance de X — a factorisable dans P. Cette
notion généralise les valuations p-adiques de I'arithmétique entiere.

lemme 11.31. Multiplicativité de la multiplicité

Pour tout P et Q dans K[X] non nuls et @ dans IK, on a p4(PQ) = pg(P) + 14 (Q).

Cette proposition s’étant par une récurrence facile a un produit fini de polynoémes.
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Proposition 11.32.

Si ay,...,an sont des racines deux a deux distinctes de multiplicités respectives py,..., [, de P €
K[X] non nul, alors X—a)" ... X— a,;;)"|P.

On en déduit immédiatement le corallaire suivant.

Corollaire 11.33.

Tout P € IK[X] de degré n admet au plus 7n racines dans IK comptées avec leurs multiplicités.

Dans la pratique, le calcul de la multiplicité d’'une racine a de P € IK[X] s’effectue rarement en re-
cherchant la plus grande puissance de X — a divisant P. La proposition suivante montre que I’on peut
déterminer cette multiplicité en calculant les nombres P® (@), pour k € IN.

Proposition 11.34. Caractérisation de la multiplicité par les dérivées (7 11.9)

Soit P e K[X], ac€ K et ne N*. Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :
a. le nombre a est une racine de multiplicité n de P;
b. Yke[0,n—1], P (a)=0et P (a) #0.

Les racines appartenant a C\ R d'un polyndéme a coefficients réels vont toujours par deux : on peut
les regrouper par paires de racines conjuguées. Ce résultat repose sur le lemme suivant.

Lemme 11.35.

Pour tous Q e R[X] et a€ C, Q(a) = Q(a).

Appliquons ce lemme aux couples de racines conjuguées d'un polynéme a coefficients réels.

Proposition 11.36. Conjugué d’une racine (7 11.10)

Soit P € R[X], n€ IN* et a € C. Le nombre a est une racine de P de multiplicité n si et seulement sile
nombre a est une racine de P de multiplicité 7.

X Déterminons les racines du polyndme P = X% + X° + 3X* + 2X3 + 3X2 + X + 1 sachant que i est une
racine multiple de P.

v On aP(i) =0 (les termes s’annulent deux a deux symétriquement par rapport au milieu).

v Le nombre i est racine double de P car

P'(i) = 6i°+5i*+12i3+6i’+6i+1=6i+5—-12i—6+6i+1=0
P"(i) = 30i*+20i3 +36i2+12i +6=30—-20i =36+ 12i +6=—8i #0

v Comme P est réel, son conjugué —i est aussi racine double de P. On en déduit que le polyn6me
X - )2(X+ )% = (X2 +1)° divise P dans C[X].
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v En posant la division euclidienne de P par (X? + 1)2 =X*+2X2 +1, on trouve
P=(X2+1)* (X2 +X+1)

Comme X? +X+1 = (X— j) (X - j2), lesracines de P sont i (de multiplicité deux), —i (de multipli-
cité deux), j et j2.

6. Polynomes irréductibles sur K

Lobjectif de cette partie est de définir une classe de polynémes qui joueraient le méme role que
les nombres premiers sur Z, puis d’en déduire I’analogue polynomial du théoreme fondamental de
I'arithmétique des nombres entiers.

Définition 11.37. Irréductibilité (7 11.11 )

Un polynome P € K[X] est dit irréductible sur KK si P n’est pas constant et ses seuls diviseurs dans
K[X] sont les polyndmes constants et ceux de la forme AP, ou A € K*. Un polynéme non irréduc-
tible sur KK est dit réductible sur K. Ainsi :

P estréductiblesur K < 3Q e K[X],Q|P et 0<degQ <degP

Un polyndme irréductible sur K est donc « incassable » par division dans K[X].

La précision «sur K » dans la définition précédente est essentielle.

X Le polyndéme X% +1 nest pas irréductible sur C car il se factorise en X2+1=X-i)(X+1i) dans
C[X]. En revanche, X2 + 1 est irréductible sur R. Prouvons cette derniére affirmation par I'absurde :
si X2 + 1 n’était pas irréductible sur R, il admettrait un diviseur Q € R[X] de degré 1. Ce dernier
admettant nécessairement une racine réelle a, on aurait a> + 1 = 0, ce qui absurde car a est réel.

X Les polynomes X3 +1 et X* +1 sont réductibles sur R et sur C. Le polynome X?+X+1 est irréductible
sur R mais pas sur C. En effet :

v OnaX?+1=X>-(-1)*=X+1)(X*-X+1) donc X® + 1 est réductible sur R et C.
v OnaX*+1=(X2+1)°-2X2 = (X2 — v2X + 1) (X2 + v2X + 1) d’0it la méme conclusion.
v OnaX?+X+1=(X-j)(X~- j? donc X?+X+1 est réductible sur C.

v Raisonnons par I'absurde en supposant X? + X + 1 réductible sur K. Il existe donc Q € R[X] divi-
seur non trivial de X? + X + 1. Ainsi, nécessairement deg Q = 1. Or, un polyndéme de degré un de
R[X] admet une racine réelle. Ainsi X? + X + 1 admet une racine réelle ce qui est absurde car son
discriminant est strictement négatif.

Proposition 11.38. Irréductibles sur C etsur R (711.12)

On note . I'ensemble des polyndomes irréductibles sur K.
a. Ic={PeC[X],degP=1}.

b. Un polyndme P appartient a .#; si et seulement si il est de degré un ou s'il est de degré deux et
de discriminant strictement négatif.
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Le théoreme fondamental de I'arithmétique affirme qu'’il est possible de factoriser un polynéme quel-
conque P € K[X] a 'aide des constantes non nulles (qui sont les éléments inversibles de 'anneau
K[X]) et des polynomes irréductibles sur KK.

Théoreme 11.39. fondamental de 'arithmétique

Soit P € IK[X] un polyndme non constant. Il existe un unique entier m € IN, un unique nombre A € K,
un unique m-uplet (a permutation pres) de couples (Py,ay),..., (P, o), ou les P; sont polyndmes
unitaires irréductibles sur IK deux a deux distincts et les a; sont des entiers naturels non nuls tels
que

m
P=AJ] P
k=1

Cette décomposition est appelée décomposition de P en produit de facteurs irréductibles sur K.

X Décomposons en produit d’irréductibles sur R et sur C le polynéme P =X3-1.0Ona
P=(X-1)(X*+X+1) (les deux facteurs sont irréductibles sur R)
Sur C, on a classiquement P = (X — 1) (X — ) (X - j).

On peut bien-str généraliser aux racines n-éme de 'unité.

Proposition 11.40. Racines n-eme de l'unité

Soitn€e N*. On a

n-1 2ikn n-l n-1 2ikn
X"—l:H(X—en) et Zszl_[(X—en)
k=0 k=0 k=1
n—1 7T
X On peut en déduire une expression simplifiée de 7 := H sin— ou n € IN vérifie n > 2.
k=1 n
. km eLrim 2ikn ,
v Pourke[l,n—1],onasin— = - (e n —l)dou
n 21
n—1 =ikn , n-1 [(n-1 . n-1 ) n—1 roe n—1
—e n ikn -1 —ikm ikn -1 In
m=]1 ] (1_e2n):% [lTe H(l_ez") =%exp -— ) k|n
k=1 21 20" k=0 k=0 @nr n =1
D" n —imwy (D" p=Hnl n
= —¥&¢@ 2n = =
2i)n-1 2i)n-1 2n-1

Comment passerde CaR 2 (#11.13)

Pour trouver la factorisation de P € R[X] en produit de polynomes irréductibles sur R a partir de sa
factorisation en produit de polyndmes irréductibles sur C, on regroupe les racines non réelles du
polynoéme P par paires de conjugués (a, a) afin d’obtenir un polynome a coefficients réels. En effet,
ona (X—a)X-a) =X*-2Re(a)X +|al*.
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X Déterminons la décomposition en produit de facteurs irréductibles sur R de P = X + D'-X"-1
sachant que j est une racine multiple de P. Nous ferons un usage intensif des relations 1+ j+ j> =0
et j3 =1 dans ce qui suit. De plus on remarque par la formule du binome que degP = 6 avec un
coefficient dominant qui vaut 7.

vOnaP(j)=Q0+))"-j"-1=—j"-j7-1=—(j?+j+1)=0.Demeéme, P'(j) =7j2 -7 =0 et
P"(j) = —42j'0 - 42° = 42. Ainsi j est racine double de P.

v Comme P est réel, on en déduit que son conjugué j? est également racine double de P. Par
d’Alembert-Gauss, P admet 6 racines (comptées avec multiplicité). Nous en avons pour 'instant
4, il en manque deux.

v Avant de se lancer dans des calculs, on regarde s’il y a des racines évidentes. On s’apercoit facile-
ment que 0 et —1 sont racines de P.

v Nous avons donc toutes les racines complexes de P, ainsi que son coefficient dominant d’ ot
P = 7XX+ DX - j)? (X—j?) = 7XX+1) (X2 +X +1)°

X Dans certains cas, on peut décomposer en produit d’irréductibles sur R sans passer sur C, en uti-
lisant des identités remarquables. Considérons par exemple P = X* + 1. On remarque que

P=(x*+1)"-2x2 = (X2 - v2X+1) (X2 + v2X + 1]

La décomposition sur R est terminée car ces deux trindmes sont de discriminants strictement né-
gatifs. C’est bien plus rapide que de calculer les racines complexes de P !

7. Relations entre les coefficients et les racines

Nous allons généraliser les relations bien connues suivantes :

01 = 21+2

(z—zl)(z—zz):zz—01z+02, ou
02 = 2122

exprimant les coefficients d'un polynome complexe en fonction de ses racines.

Définition 11.41. Fonctions symétriques élémentaires (7 11.14)

Soit n e IN* et (x,..., x,) € K”. On note, pour tout entier k € [1, n],

Or(X1,...,Xp) = Z Xiy o+ Xip,
1<i1<..<ip<n

Les oy : K" — K pour k € [1, n] sont appelées fonctions symétriques élémentaires d’ordre 7.

La notation o est ambigiie : cette fonction dépend également de |’entier naturel non nul n. On écrira
souvent o au lieu de oy (x,...,x,) afin d’alléger les notations.

Par exemple, pour n=2,0naog; = x; + X et 02 = X1 X2 ; pour n=3,0na

0] =X]+X2+X3,02=X1X2+ X2X3+X3X] €t O3 = X1X2X3
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L'adjectif « symétrique » signifie que les fonctions o sont invariantes par permutation quelconque de
leurs n variables : pour tout T € G, (x1,X2,...,x,) € K", on a oy (x¢q),..., Xr(m)) = 0k(X1,...,%5). On
pourra aborder avec profit le test (#11.15).

On rencontre les fonctions symétriques élémentaires lorsque I'on cherche a développer des expres-

n
sions du type [ ] X - xp).
k=1
X Par exemple, (X —x1)(X— x2) = X% - (X1 +Xx2)X+ X1X2 = X% - 01X+ 09.

X Dans le cas de trois racines x, x» et x3, on a
P = A(X—x1) (X = x2) (X — x3) = A (X® = (21 + %2 + x3) X% + (21 %2 + X3 + X3.X1) X — X1 X2.X3)
=A(X®-01X*+0,X~03)
On calcule donc les coefficients d'un polynéme dont on connait les racines au moyen des fonctions

symétriques élémentaires. La proposition suivante généralise nos calculs a un nombre n > 1 quel-
conque de racines.

Proposition 11.42. Relations coefficients-racines (7 11.16)

n n-1
Pour ne€ N* et (x1,...,x,) €e K",onaP = H X=xp)=X"+ Z 1w, ok,
k=1 i=0

X Soit a, b et c les racines du polynéme P = X3 + 2X + 2. Calculons S = a* + b* + ¢*. Soit z une racine

deP.Onaz®=-2z-2dol z* = —22z? — 2z. On en déduit que

S=-2(a®*+b*+c*)-2(a+b+c)
Notons a1, 0 et 03 les fonctions symétriques élémentaires de a, bet c. OnaP = X>—0,X?+0,X~03
d'olio; =0,0,=2etoy=-2.Ainsia+b+c=0etab+bc+ca=2doua*+b*+c*=02-20, =4
dou S =8.

X Explicitons un polynome de degré trois a coefficients entiers dont a2, b* et ¢ sont les racines. Il
s'agit de déterminer Q := (X — a®) (X - b?) (X — ¢?) =X*~ 0 X* + 05X~ 04 ol 0}, 0 et o’ les fonctions
symétriques élémentaires de a?, b? et c®. Ainsi

o) = a*+b*+c* = -4, 0, = a*b* + b*c* + c*a* = 05— 2abc(a+ b+c) =4, 0y = a°b*c* =05 =4

Ainsi Q = X3 +4X? +4X — 4.

n—1
1
X Calculons, pour ne Ntelque n > 2, m := H — Posons z := X 12i,m pour k€ [1,n—1].
k=11—en e

v Lidée est de trouver un polynéme dont les z; sont les racines.
2ikn —
v Fixons kdans [1,7—1].Onae » =1--1 =21 gon

2k 2k
(Zk -1

<k

n
) -1=0 Cclest-a-dire (z+1)"-2!=0

v Le polyndme Q := (X+1)" — X" est de degré n — 1, admet z, ..., z,—1 pour racines distinctes (par
injectivité de z — le) et’on déduit de la formule du bindme que son coefficient dominant vaut
n et sont terme constant vaut 1. Ainsi, par les relations coefficients-racines :

-n"
n

n=)"n=1 dou ==
Le lecteur est renvoyé au test (£ 11.17 )afin de s’entrainer.
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8. Introduction aux polynémes interpolateurs de Lagrange

On s'intéresse dans cette section a des polynomes prenant des valeurs fixées en des points donnés.

La problématique est la suivante : étant donnée une fonction f : X
[a,b] - R, ne N et ay<--- < a, des éléments de [a, b]. On re-
cherche les polynémes P € R[X] qui interpolent f aux points ay,
..., ap, i.e. tels que

Vie[0,n], P(a;) = f(a;)

Ci-contre une interpolation polynomiale P (en vert) d'une fonction W \/ )
f affine par morceaux (en rouge) aux points —1, —%, 0 % etl.
Proposition 11.43. Interpolation de Lagrange
Soitne NN, ay, ..., a, deux a deux distincts dans K et (yo,..., yn) € K"+,

AP e K,[X], Vie[0,n], P(a;) = y; (%)

On peut aborder la démonstration de deux fagons : en reconnaissant un isomorphisme ou de manieére
plus constructive, en explicitant une solution.
Définition 11.44. Polynomes d’interpolation de Lagrange aux a;

Soit n € N et ay, ..., a, deux a deux distincts dans K. On appelle polyndmes d’interpolation de
Lagrange aux points ay, ..., a, les éléments de I'unique famille (Lo, ...,L;) de polynémes de K, [X]
définie par V(i, j) € [0, nj?, Li(a;) = 6i,j. On peut I'expliciter :

X—a]—

vie[o,nl, Li= []
jelon Ai — aj
Jj#i

Proposition 11.45. Interpolation de Lagrange, suite et fin

n
La famille (Lo, ...,L;) est une base de IK,[X] et pour tout P € K, [X], P = Z P(ai)Ly.
k=0

X En appliquant ce résultat a P:=1, on obtientque 1 =Lg+---+ L,,.

n
X On en déduit également que 'unique solution de (%) dans K, [X] est Z viLi.
i=0

Intérét des polynomes interpolateurs de Lagrange

Outre la problématique originelle, on retiendra que ces polyndomes apparaissent souvent lorsque
'on fait des hypotheses sur les valeurs que prend un polynéme sur un ensemble de points fixé.
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X Déterminons les polyndmes P € C[X] vérifiant P(C) c R.

v Soit P un tel polyndéme. Fixons n € N tel que n > degP. Notons (Lo, ...,L,) les polynémes d’inter-
polation de Lagrange aux points 0,..., n. Puisque P € C,[X], on a

n
P =) P(kL (%)
k=0
D’apres I'expression des Ly (cf. ci-dessus), Ly € R[X] pour tout k € [0, n]. Puisque P(C) c R, les
nombres P(0), ..., P(n) sont réels. On déduit donc de la formule (x) que P € R[X].

9. Quelques résultats sur les fractions rationnelles

Les fractions rationnelles sont aux polyndmes ce que les rationnels sont aux entiers relatifs. La
construction de 'ensemble () esquissée dans le cours ALG 1 peut étre adaptée pour construire le corps
des fractions rationnelles IK(X) a coefficients dans IK a partir de 'anneau K[X]. Nous nous contente-
rons d'une approche informelle : une fraction rationnelle est une fonction qui est le quotient de deux
fonctions polynomiales P et Q telles que Q # 0.

Le seul résultat figurant au programme est le suivant, qui décrit la décomposition en éléments simples
de certaines fractions rationnelles :
Proposition 11.46. Décomposition en éléments simples
Pour tout nIN*, P € K,,_1[X], x1, ..., X, des éléments distincts de K :

P m
A, A €K, Vx e K\ (x1,..., %0}, & =y A
(X=X XX (X=Xp) =3 X— Xk

x2+1

X Considérons la fraction rationnelle f : x — ————
x3+3x%+2x

Comme
X3 +3X%+2X = X(X* +3X+2) = XX+ 1)(X+2) et deg(X*+1)<deg(X>+3X*+2X)
le théoréme précédent s’applique : il existe (a, b, c) € R3 tel que

241 b
VXER\{—Z,—l,O},f(x):x—:E+_+ ¢
x(x+1D(x+2) x x+1 x+2

On peut déterminer le triplet (a, b, c) en mettant au méme dénominateur la fraction puis en identi-
fiant les coefficients. Ceci aboutit a un systeme linéaire d'inconnue (a, b, ¢), facile a résoudre. Nous
allons procéder différemment. L'existence de (a, b, ¢) est assurée.

v En multipliant par x la décomposition précédente, on obtient :

x2+1 X X

VxeR\{-2,-1,0t, xf(x) = ——— =a+ c
{ boxf ) x2+3x+2 x+1 x42

En passant a la limite x — 0, on obtient % =a.
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v De méme, en multipliant par x +1 :

VxeR\{-2,-1,0}, (x+ 1) f(x) = x)(i:; = axil +b+cz—:
En passant a la limite x — —1, on obtient -2 = b.
v De méme, en multipliant par x + 2 :
x+1 X+2 xX+2

VxeR\{-2,-1,0}, (x+2)f(x) = +c

=a +
x(x+1) X x+1
En passant a la limite x — —2, on obtient % =c.

x°+2

x3+1

X Considérons a présent la fraction rationnelle g : x —

Comme deg (X° +2) > deg (X3 + 1), le théoréme ne s’applique pas. On peut cependant s’y ramener
au moyen d’'une division euclidienne :

X+2=(X+1)X*+2-X?
Comme X*+1=X+1)X+ j)(X+ j?), il existe (a, b, ¢) dans C? tel que

2—x? b
Ve C\{-1,-j,-j*}, gx) = x*+ al .
(x+ D (x+ j)(x+j?) x+1 x+j x+j?

On peut accélérer les calculs en remarquant qu'il existe (o, B, y) dans C3 tel que

2—x? o« Px+y

Y C\ —1;_.;_.2 ’ —x* = -
xeC\{ h=Jt g —x (x+D(x2-—x+1) x+1 x*-x+1

Il suffit pour cela de mettre au méme dénominateur les deux derniers termes. On procéde ensuite
partiellement comme ci-dessus :

1
v Comme (x+1)g(x) — 0, on en déduit que a = 5
X——
e 2 s . 4
v En passant a la limite x — +oo dans x(g(x) — x*), on en déduit que —1 = +f, i.e. p = -3

5
v Puisque g(0)=2,ona2=a+y,douy= 3

X Le cas ou le dénominateur admet au moins une racine complexe multiple est hors programme.
Dans cette situation, la forme de la décomposition n’est plus celle proposée dans le théoreme ci-
dessus. Par exemple,

1 3 1 3 2 1

VxEIR,\ 0,—1 , ——————— = —+ —+ + +
{ }xz(x+1)3 x x2 x+1 (x+12 (x+1)3
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10. Enoncés des tests

11.1.®9
Montrer que X + 3 |X3 +27.

11.2. ®D

Que dire du produit de deux polyndémes unitaires ? De la somme de deux polynémes unitaires ? Que
dire de leur différence ?

11.3.®9
Lapplication D : K[X] — K[X] est-elle injective ? surjective ?

114.®9D
Déterminer D! <{X}>

11.5.®9D
Soit n > 1. Quel est le polynome dérivé d’ordre (n—1) de X+l 2

11.6.® D
Effectuer la division euclidienne du polynéme A =X* + X3 +X? +X+1parB=X?+X +1.

11.7.®9D
Montrer que, pour tout n € IN*, 3P € R[X] de degré 2n n’admettant aucune racine dans R.

11.8. ® D
Exprimer les racines complexes de P=X% -1 alaidede j=e

2im/3

11.9.® D

Soit un polynéme P € IK[X] non nul et a € KK tels que P(a) = P'(a) = P"(a) = 0. Que dire de la racine a
deP?

11.10. ® 9
Existe-t-il un polynéme P € R[X] dont les racines sont exactement i, —i, j et —j ?

11.11. ® D

Que pensez-vous de I'affirmation suivante : un polynoéme irréductible sur IK n’admet aucune racine
surK ?

11.12. ® D

Que pensez-vous de I'affirmation suivante : un polynéme n’admettant aucune racine sur R est irré-
ductible sur R ?

11.13. ® "D
Décomposer P = X* -1 puis Q = X3 + 1 sur C puis sur R.

11.14. ®9
Combien de termes dénombre-t-on dans o ?
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11.15. ® "D
Ecrire les fonctions symétriques élémentaires d’ordre 4.

11.16. ® O
Onnote P = 2X*—5X2 + 1. Calculer les fonctions symétriques élémentaires associées aux racines com-
plexes de P.

11.17. ® "D
Exprimer x? + x5 + x5 en fonctions des o des x;.
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11. Solutions

11.1.88 O

Ona
X3 +27=X+3)(X*-3X+9)

11.2.88 O
Soit P et Q deux polyndmes unitaires.

= Le produit PQ est unitaire car, d'une maniere
général, le coefficient dominant de PQ est le
produit des coefficients dominants de P et Q.

= La somme de deux polyndmes unitaires est
unitaire si et seulement siles degrés des deux
polyndmes sont différents.

= Pas d’équivalence aussi simple pour une dif-
férence : la différence de deux polynomes
unitaires n’est pas toujours unitaire : cf. X —
X? et X% — (X? +3X).

11.3.88 O
Comme Ker D = Ky [X] # {0}, D n’est pas injec-
tive. En revanche, pour tout n € IN, DX"*/(n +
1)!) =X" donc D est surjective.

11.4.88 O
Il s’agit de résoudre I'équation linéaire D(P) = X.
Comme Ker (D) = Ky[X] et D(X?/2)=X,ona

- X2
D (X} = ?+)\;)\€1K

11.5.e8 ©
On trouve
(Xn+1)(n_1) (n+ 1! ,
2

11.6.88 ©
On trouve

Q=X

R=X+1
11.7.e8 ©

Considérer (1 +X2)".

LLG ¥ HX6

11.8.88 O

Comme X% —1=X3-1)(X3+1), les racines de P
sont les racines cubiques de +1, ie +1, +j, +j2.

11.9.88 O

On peut dire que a est racine de P avec une mul-
tiplicité au moins égale a trois.

11.10.88 O

Non, par I'absurde : si P € RI[X] vérifie P(j) =0,
alors P(j) =P(j?) =0.0r, j>¢{~i,i,— ], j}.

11.11.88 O

C’est faux : les polynomes de degré un sont tous
irréductibles sur K et admettent une racine. En
revanche, tout polynome de degré supérieur ou
égal a deux admettant une racine dans K est ré-
ductible.

11.12.88 O

C’est faux : (X? + 1) n'admet aucune racine
réelle mais n’est pas irréductible sur RR.

11.13.88 O

= Les racines de P sont les racines quatriemes
de l'unité, ie +1 et +i. Ainsi,

XA -1=X+D)X-1D)X+i)X-i)
et donc

X -1=X+DX-DX2+1)

= Lesracines de P sont les racines cubiques de
-1,ie -1, —j et — j2. Ainsi,

X +1=X+DX+ HX+ 2
et donc

XC+l=X+D)X*=-X+1)
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11.14.88 O

) n
La fonction O comporte k termes car

#{(11,...,zk)€[[1,n]] ;11<12<---<zk}: B
11.15.88 O
Ona

O1=X1+tXo+ X3+ X
02 = X1 X2+ X1X3+ X1X4

+ XoX3+ XoXq + X3+ X4
03 = X1X2X3 + X1X2X4

+ X1X3X4 + X2X3X3

04 = X1X2X3X4

LLG ¥ HX6
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11.16.88 O

On retrouve les relations coefficients-racines :

PX) =2(X* —01X3 + 02X% — 03X + 04)

ainsi
0'1:00'2 :—5/20'3:00'4 =1/2
11.17.88 D

On a clairement

2, .2 .2 _ 2
X]+ X5+ X3 =07—202
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