Nombres complexes

Ce chapitre est consacré a l'étude des nombres complexes et leurs applications.

Le voyageur contemplant une mer de nuages, David Caspar Friedrich
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1. Les nombres complexes

A naissance des nombres complexes est liée a la résolution des équations algébriques, celles

du troisieme degré en particulier. Diophante connaissait la méthode de résolution de I'équa-

tion du second degré (en n'employant ni puissances, ni radicaux). Au début du XVIe siecle,
les mathématiciens n’étaient guere plus avancés dans la résolution de I'’équation du troisieme degré
que Diophante ou les mathématiciens arabes.

ONES. 1T 1 Replacons nous dans le contexte. Limprimerie a entre cinquante et cent
ET INVENTIONI | ans d’existence. On ne connait pas les nombres complexes. Les grands
P C]f)ILVOE L g noms des mathématiques de I'époque sont Scipion del Ferro, Girolamo

Disouo telampaticon aalfeflolibro, nella quale i

e - Cardano (en francais, Jerome Cardan), Nicolo Tartaglia, Ludovico Fer-
@ rari et Rafael Bombelli. Ils travaillent sur la résolution des équations al-

gébriques, mais n'ont pas encore a disposition notre formalisme. Par
exemple, I'équation x> +6x = 20 devient sous la plume de Cardan : « Soit
le cube et six fois le c6té égal 20 ». De méme, la figure suivante reproduit
le texte d'un livre de Bombelli; cette séquence s’écrirait aujourd’hui1

4424 -20x=2x, V24-20x=2x—4,24—20x = 4x* —16x + 16

On sait résoudre 1'équation de degré 1 avec une idée simple. L'égalité
| 2x—4=6signifie : en partant d'un nombre inconnu x, en le multipliant

par 2 puis en retranchant 4, on trouve 6. Pour retrouver le nombre initial,
Tartaglia on effectue les opérations contraires en sens inverse.

La din /‘vn: & e

On réajoute 4 au nombre 6, puis on redivise le résultat obtenu par 2 et on obtient x = 4% =5.

Ra.L E I Il en est de méme pour I'équation de
4P q 4. m.zo._] gua ed i' : degré 2 : x> — 4 = 12. Effectuer les
i opérations contraires consiste a ré-

.R"q'[_ 14‘ m-lﬂﬂ-_l ; Egm]ei 3 m, 4 ajouter 4 a 12 pour obtenir 16 puis
i a faire le contraire de I'élévation au

; : W carré a savoir reprendre la racine car-
&4 m .20, Egualeﬂ 4m.:6p 16, rée. On obtient x = v4+12 = 4 (ou

=—v4+12=-4).

Extrait d'un ouvrage de Bombelli

Les choses se compliquent avec 'équation x?> —4x + 3 = 0. Il ne semble plus possible de trouver les
opérations successives effectuées a partir de I'inconnue x. Le probleme est que I'inconnue apparait
deux fois. Tout se passe comme si on avait en fait deux inconnues : x et x2. Mais une astuce algébrique
(la transformation canonique) permet de se ramener a une équation ou I'inconnue apparait une seule
fois et donc o1 'on comprend les différentes étapes de calcul effectuées a partir de 'inconnue x.
Léquation x?> —4x + 3 = 0 est équivalente a (x —2)? — 1 = 0, et pour obtenir I'inconnue x, il n'y a plus
qu’a partir de 0, ajouter 1, prendre plus ou moins la racine carrée et finalement ajouter 2 pour obtenir
x=2+vV1=3oux=2-V1=1.

Passons a 'équation de degré 3. Soit 'équation E; : x3 + 3x? — 21x — 95 = 0. Comme pour I'équation
de degré 2, on cherhe a transformer le premier membre de sorte que 'inconnue n’apparaisse qu’'une

1. C’est dans I'ouvrage ALGEBRA NOVA (1600) de Claude Viete qu'apparut pour la premiére fois la notation des inconnues de I’Algebre par des lettres
minuscules x, y, etc. Cette convention s'imposa rapidement au sein de la communauté scientifique européenne.
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seule fois. On espére parvenir 2 une équation du genre (x+1)3—27 = 0. On peut commencer le travail :
X3 +3x%2-21x-95 = 0 si et seulement si (x+1)3—3x—1-21x—-95 = 0 si et seulement si (x +1)° —
24x—96 = 0. Malheureusement, le terme —24x persiste. Conservons néanmoins I'idée en considérant
la nouvelle inconnue y = x + 1 (on va d’abord essayer de trouver y puis on obtiendra x en écrivant
que x = y— 1). Léquation E, s'écrit maintenant plus simplement : y> —24(y — 1) — 96 = 0, c’es-a-dire
y3 =24y —72 = 0. La nouvelle équation est un peu plus simple car le terme de degré 2 a disparu, mais
un terme de degré 1 est toujours écrit. Si maintenant, on cherche a le faire disparaitre a I'aide d'un
nouveau changement d’inconnue, on peut, mais on fera réapparaitre un terme de degré 2. En fait,
une manipulation algébrique ne fera pas, dans le cas général, disparaitre a la fois le terme de degré
1 et le terme de degré 2 (méme si pour I'’équation x% +3x%2+3x—26 =0, cela marche en I'écrivant
successivement x> +3x2+3x+1-27=0 puis (x+ 1)3 —27 = 0). Pour continuer, il fallut une idée neuve.
Scipion del Ferro a eu I'idée? de chercher une solution de (E}) sous la forme® y = u+ v. Cela donne
(u+v)®-24(u+v)—72=0, cest-a-dire u3 + v° + 3u?v + 3uv? - 24(u + v) — 72 = 0, ou encore :

u + v3—72+(u+ v)(Buv—-24)=0.

Scipion del Ferro pensa a découpler cette équation en deux autres : il remarqua que si u et v vérifient
ud+v3 =72 et uv = 8 alors y = u+ v est solution de E;. Si les nombres u et v sont solutions de
ce systéme, alors u3 + 13 = 72 et uv® = 512 donc u3 et v® sont les solutions de I'équation de degré
2:X%2-72X+512 =0 (). Le discriminant réduit de () est A’ = 362—512 = 784 = 28 x28. Les solutions de
cette derniere équation sont donc u> =36-28 =8 =23 et v® =36+28 =64 =43. Lenombre y =2+4 =6
est donc solution de (E}) puis le nombre x = y —1 = 5 est solution de E;. On peut alors achever la
résolution de E; en mettant (x —5) en facteur :

B +3x2-21x-95=(x-5)(x*+8x+19) = (x—5)((x+4)>+3) =0,

et E; admet une et une seule solution (réelle) a savoir 5. Reconduisons tout ceci avec I’équation géné-
rale x> + px+ g =0.0n pose x = u+ v et on obtient :

u3+v3+(3uv+p)(u+ v)+qg=0.

1l suffit pour cela que u> + v® = —q et uv = —p/3. On recherche donc deux nombres a = u® et f = v3
dont on connait la somme a +p = —q et le produit off = —p3/27 : ce sont les solutions de 1'équation
y?+qy— p3/27 =0, Scipion del Ferro obtint ainsi les formules (qui n’étaient bien-siir pas écrites sous

cette forme...)
—q+q*+4p3/27 —q—-+/q*+4p3127
8 = q q p ot 13 = q q p

2 2

X=u+v= i/—q/2+\/q2/4+p3/27+i/—qlz—\/q2/4+p3/27

Etudiant les travaux de Scipion del Ferro, Tartaglia fut troublé par I'utilisation de la racine carré dansle
cas ou le terme sous le radical est négatif. Il observa que dans ce cas, le calcul ne peut pas étre achevé.
En 1572, Bombelli publia un ouvrage d’Algeébre dans lequel il revint sur les équations algébriques. En
étudiant 'équation x> — 15x — 4 = 0, il remarqua que la solution évidente x = 4 peut étre obtenue par
les formules de Scipion. Détaillons ses idées. Soit (Ez) : x>—15x—4 = 0. On pose x = u+ v et on obtient :
(u+v)°3-15(u+v)—4=0,ie ud+ 13-4+ (u+v)(3uv —15) = 0. Il suffit pour cela que u + v° = 4 et
u3v3 = 5% = 125; les nombres 2 et v° sont alors les solutions de I'équation X? — 4X + 125 = 0 (*) dont
le discriminant réduit vaut cette fois-ci —112. Léquation () n’a donc pas de solution, si on ne connait

pas les nombres complexes. Bombelli décide néanmoins de continuer formellement les calculs,

M

et finalement,

2. Cette approche est souvent appelée a tort « méthode de Cardan ».
3. Pourquoi pas!
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X2 —4x+ 125:(x—2)2+121:(x—2)2—(11\/—_1)2: (x—2+11\/—_1) (x—2—11\/—_1)

C’estl’acte de naissance des nombres complexes. L'expression v —1 apparait comme un objet absurde
qui plus tard s'écrira « i »* (initiale du mot impossible et non pas du mot « imaginaire »). On a ainsi
u?=2-11v-let v’ =2+11v-1etdonc

xX= </2—11\/—1)+ \3/2+11\/—1)
est solution de (E2). Cette expression n’a que peu d’intérét et il reste encore a remarquer que
2-V-1P=8-12V-1+6(V-1)* - (V-1)>=8-11V-1-6=2-11V-1,

de sorte que I'on peut choisir u = 2—+/~1. De méme, en remplacant v/—1 par —v/—1 (13, c’est la notion
de conjugué qui pointe son nez), v = 2+ v/—1 et finalement, x = u+ v = 4. En écrivant v/—1, on est
allé au bout des calculs de Scipion del Ferro en trouvant la solution évidente 4, le « nombre » v/—1
disparaissant en fin de parcours et n’ayant donc été qu'un outil intermédiaire, sans statut propre.

Bombelli considere alors les «racines carrées de nombres négatifs » comme des nombres sophisti-
qués, des quantités qui n’existent pas mais sur lesquelles les calculs sont néanmoins possibles! Ce
nouvel objet v/—1 effraie et va mettre du temps a s'imposer. Il a fallu attendre longtemps la mise en
place du vocabulaire et des notations actuelles : Descartes emploie le mot imaginaire en 1637, Eu-
ler introduit la notation i en 1777. Lutilisation de ces nombres impossibles, « imaginaires », tout en
continuant d’intriguer de nombreux mathématiciens, se diffuse dans la communauté scientifique. En
1799, le danois Gaspard Wessel proposose une interprétation géométrique des nombres imaginaires.
Refusant de considérer ces nombres comme « impossibles », et poussant plus loin les idées de Wessel,
I'allemand Karl-Friedrich Gauss achéve au cours des premieres années du XIX¢ siecle de donner un
statut algébrique rigoureux aux nombres imaginaires. Il emploie I'expression nombre complexe a leur
propos a partir de 1831.

1.1. Lensemble C
Nous avons démontré dans le cours ALG 1 (sur la théorie des ensembles), le théoreme suivant :

Theoreme 3.0. (Corps des nombres complexes).

Il existe un ensemble C muni de deux opérations notées + et x telles que :

a. Lensemble C contient R. Les opérations + et x coincident sur R avec I’addition et la multipli-
cation usuelles et vérifient les mémes regles de calcul (les produits et les puissances sont notées
comme dans le cas des réels).

b. Il existe un élément i de C tel que i? = —1. Tout élément z de C s’écrit de maniére unique sous
la forme z=a+ib ou a et b sont réels.

Par exemple, sachant que les régles de calcul usuelles sont valables et que i> = -1 :
(a+ib)x (x+iy) = ax+iay+ibx+ izby =ax—by+i(ay+ bx)

Nous avons utilisé ici cinq regles de calcul : la distributivité de x sur +, I'associativité de + et x, la
commutativité de + et x. Puisque tout nombre complexe non nul admet un inverse, un produit est
nul si et seulement sil'un des facteurs est nul.

Les puissances sont définies comme dans RR. On rappelle par exemple que z 2 = (%)2 pour z € C*.

4. Lanotation v'—1 n’est plus utilisée de nos jours car présente des dangers (la formule donnant la racine carrée d’'un produit par exemple).
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Proposition 3.1. (Regles d’exponentiation).

Rappelons la convention z° = 1 pour tout z € C.
a. Pour tous zdans C*, met ndans Z, z"z™ = z""" et (z"")™ = z/"M".

b. Pour tous z; et z; dans C* et tout n dans Z, zi'z) = (z122)".

Par rapport au cas réel, on notera I'apparition d'une seconde identité remarquable de factorisation :

Deux identités remarquables
Pourtous aet bdansC, a®—b?> = (a+b)(a—b) et a®+b*= (a+ib)(a-ib).

Rappelons le vocabulaire usuel sur I'écriture des nombres complexes.

Définition 3.2. Parties réelle et imaginaire

Pour tout z € C, il existe un unique (x, y) dans R? tel que z = x + i y.
= Lesréels x et y sont notés Re z et Im z, appelés parties réelle et imaginaire de z.
= L'écriture z = x + iy s’appelle la forme algébrique de z.

= Les nombres complexes de partie réelle nulle sont appelés les imaginaires purs. On note Ri
I’ensemble des imaginaires purs.

On déduit des regles de calculs ci-dessus que, pour des réels x, x', yet y':
x+ip+EX+iy)=x+x'+i(y+y)
On en déduit immédiatement :

Proposition 3.3. (/3.1)

Pour tous z et z' dans C, Re(z+z') =Rez+Rez etIm(z+2') =Imz+Imz’.

Le plan & est supposé muni d'un repére orthonormé direct noté Z = (O, u,v).

Définition 3.4. Affixe et image
Soit M un point du plan de coordonnées (x, y) dans Z. M(x+iy)
=> On lui associe le nombre zy; =: x + iy, appelé affixe de M. y

= Réciproquement, a tout nombre z = x+iy ol (x,y) € R?, on v
associe le point M du plan de coordonnées (x, y) dans £, ap-
pelé image de z. On notera M(z) le point d’affixe z.

Y

c
o e———————————0

= On définit de méme I’affixe d'un vecteur du plan : a tout vec- 0
teur w de coordonnées (x, y) dans la base (u,v), on associe le
nombre complexe zy = x + iy, appelé affixe de w.
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Considérons a:=3+ietb:=1+2i.Onaa+b=4+3ieta—b=2-1.

X C Notons A, B et C les points d’affixes a, b et a+ b. Les vec-

teurs OC et BA sont d’affixes respectives a+ b et a— b.

B On observe que le quadrilatere OACB est un parallélo-
gramme.

Cecivient du fait que C s’obtient en translatant A selon le
vecteur OB car les coordonnées (4,3) de C s’obtiennent

A en ajoutant a celles de A — c’est-a-dire (3,1) — celles de
. OB -i.e. (1,2) -, par définition de I'addition des nombres
0o complexes.

Plus généralement, on retiendra que la somme
et la différence de deux nombres complexes
s’interprétent géométriquement au moyen d'un
parallélogramme.

Avec les notations ci-contre, le quadrilatére
OMM"M’ est un parallélogramme.

On prouve que I'affixe du vecteur M'M est égale
au nombre complexe z — z'.

A M(x+1iy)

/A% S . Définition 3.5. Conjugaison (/3.2
v | | Soit z=x+iy € C ou1 (x, y) € R%. Le conjugué de z, noté Z, est défini
| parz:=x-1iy.
0 u x —
| D’un point de vue géométrique, les points M et M, d’affixes z et z, sont
l M (x—iy) symétriques par rapport a I’axe des abscisses.
=Y 4----- . L'application de conjugaison définie sur C par z — z est donc I'expres-

sion analytique de la symétrie par rapport a I’axe des réels.

Proposition 3.6. (Propriétés de la conjugaison).

Pour tous nombres complexes z; et zp,

— - _ _ _ . 11 z 1
a) z1 = z1; b) z1+ 2, =21 + 2y; C) 212p = 21 2, d) Sizp 20, — = — et — =

Z2 Z Z 2z

Il découle directement de sa définition que la conjugaison permet de caractériser les réeles et les
imaginaires purs parmi les nombres complexes :

Proposition 3.7. (Caractérisation des réels et des imaginaires purs).

SoitzeC.OnazeR < zZ=2 et z€iR < z=—=z.

LLG oo HX 6 6
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1.2. Module d’'un nombre complexe
Définition 3.8. Module v ‘ M(z)
L e i

Le module d'un nombre complexe z = x+ iy avec (x,y) € R?, /

noté |z|, est défini par |z| := Vzz = /x? + y2. v | Izl |
Si est M le point d’affixe z, alors |z| = \/x? + y? = [[OM|| = OM. > .
De méme, si w est un vecteur d’affixe z, on a |z| = ||w]|. 0) u X

X Il est clair que le seul nombre de module nul est 0. De méme, tout nombre complexe z a le méme
module que son conjugué.

X Larelation | z|? = zZ est utilisée pour déterminer la forme algébrique d'un quotient. Par exemple,

L 1+ 1+ et plus généralement ! ! a-ib a-ib
= = = X =
- (U-Da+i) 2 pus g a+ib a+ib a—ib @+1?

Proposition 3.9. (Module et multiplication). (3.3 )

1 z1| a1l
Pour tous z; et zo dans C, |z122| = |z1]122| et V(z1,22) €C* xC, | —| = — —=—
22| |zl z2| |zl
A
27 En particulier, |-z| = |z|, |2z| = 2|z| et plus généralement

VAeR, |Az| = |Alx]|z|

\SI

-z

-\ . p
ou |A| est la valeurs absolue du réel A. On remarquera au
passage que le module de A en tant que nombre com-

., % z plexe est égal a sa valeur absolue en tant que nombre
réel, ce qui assure la cohérence de la notation |A|.
L'addition brille par son absence : le module \ M;3(z; + 22)

d’'une somme n’est pas toujours égal ala somme
des modules. Linterprétation géométrique est
a cet égard fort éclairante. Le chemin le plus
court entre deux points étant le segment, on a
OM;3 < OM; + M M3, c’est-a-dire

|21+ 221 < |21] + |22 vilal ~ Mi(z1)
<1
En effet, M{M3 = OM;, puisque OM;M3sM, est
un parallélogramme. Cette propriété géomé- o) u

trique est appelée inégalité triangulaire.
On voit également sur cette figure que |z; + 22| < |21 + | 22| si et seulement siles vecteurs OM, et OM;

sont colinéaires de méme sens, i.e. OM; = 0 ou il existe A € R, tel que OM2 = AOM;, ce qui équivaut
encoreaz;=0oudreR,, z, =Az.

LLG »« HX 6
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Proposition 3.10. (Inégalité triangulaire).

Soit z; et z, dans C.

a. |21 + 22| < |z1| + | 22].

b. De plus, il y a égalité si et seulement sizy =0ou3dA e Ry, zp = Az;.

X Prouvons que, pour tous z; et 2, dans C, ||z;| —|z2]| < |21 — z2[. Soit z; et 2, dans C.

v Comme z; = 21 — 22 + 2, |21] < |21 — 22| + | 22| par I'inégalité triangulaire et donc |z;| —|zz| <
|21 — zo|.

v En appliquant ce qui précede a (22, z1), on a |z2| — |z1| < |22 — z1], d’'olt
llz1] = |z2ll < |21 — 22| puisque [z —z1] =21 — 22
1.3. Forme trigonométrique et arguments d’'un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul et M le point d’affixe z. En

A
notant 0 une mesure de I'angle orienté entre les vecteurs u et OM, Vb M(z)
on obtient apres projection orthogonale sur les axes : /
x = |z|cos0O vy |z] !
y = |z|sin® |
Ainsi z = |z| (cos0 + i sin0). O u X

Définition 3.11. Exponentielle d'un imaginaire pur

Pour tout 6 € R, on pose e'%:= cos0 + i sinf. Cela est cohérent car cos0+isin0=1 = e°.

Les expressions du cosinus et du sinus en fonction de I’exponentielle sont souvent utiles. Elles sont
connues sous le nom de formules d’Euler :

Proposition 3.12. (Formules d’Euler).
eie + e—iﬁ eie _ e—iG
our tout® € R, cosO = — et sin6 = —
i

Définition 3.13. Forme polaire ou trigonométrique, argument

Pour tout z € C*, il existe 0 € R tel que z = |z|e®®.

= Une telle écriture est appelée forme trigonométrique (on dit aussi forme polaire) de z.

= Un tel réel 0 est appelé argument de z.

= L'unique argument de z appartenant a ] — , 1] est noté arg z, argument principal de z.

En particulier, on retiendra que —1 = e'™.

LLG »e HX 6
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Ecriture sous forme polaire (/3.4 )

Pour déterminer la forme polaire de z € C*, on commencera par calculer |z| puis on recherchera

0 e R tel que é = cos 0+ isin0. On se souviendra pour cela des valeurs remarquables (en 1t/2, /3,

11/6, /4, etc.) en s’aidant au besoin du cercle.

1 V3

X Soit21:i,zz:1+iet23:—§+i7-

v Onalzi|=1, |z = v2et]|z3| = 1.
b T in 27 27
, 20 = \/é(cosz+isinz) =V2e7, 23 :cos?+isin?-

=R

.. L | i
VAInSlZ1:COSE+lSIH§:e

Proposition 3.14. (Propriétés de 'exponentielle) (7 3.5)

9 9 5 1 . —_— g . n
a. V(a,P) € R?, e!0Hh) = gipib, b. VOeR, —5 = e 0= ¢i® ot YneZ, e = (e’e) .
e

La deuxieme relation est appelée formule de De Moivre. On en déduit que I'écriture sous forme polaire
d’'un nombre complexe est particuliérement adaptée au calcul de ses puissances.
. +iV3 o . R
X Soita:= Tai et n € Z. Déterminons les entiers n tels que o” € R i.
i
v Onal+i=v2e7 etl+ivV3=2e3 dola=v2e3 1 =v2el.
d

v SoitneZ.Onaa” =2 etz . Ainsi «” € R i si et seulement si n{; = 5 [27], ce qui équivaut a
n = 6[24].
Lidentification d'un nombre complexe par ses parties réelle et imaginaire admet un analogue polaire,
une fois le zéro écarté et en prenant garde au « modulo 27 » pour les arguments :

)

D!

Proposition 3.15. (Identification de deux formes polaires).

rn =rs

Soit 11, r, dans R* et 01, 0, dans R. Ona r e’ = rye/®
01 = 02 [27]

On prendra garde a I'hypothese de signe sur r; et r». Le lecteur méditera les exemples suivants :

. . . o
_eZm = el , 0:062”[ =0e'2

Proposition 3.16. (Propriétés des arguments).
Soit z; et zp dans C*. On note M; I'image de z;.
a. La mesure d’angle (u,0M;) est un argument de z; ;
b. Lensemble des arguments de z; est {argz; + 2kn; k€ Z};

C. argzyzp = argz) +argzy [27];

1
d. arg— = —argz, [27] et argﬂ =argz) —argzp [2m].
) 22
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1.4. Cercle U, factorisation par angle moitié et prolongement de 'exponentielle a C
Lensemble U s’'interprete géométriquement comme le cercle trigonométrique.

Proposition 3.17. (Description de U).

Onnote U={zeC;|z|=1}. OnalU:{eie;BeR}.

Il faut savoir retrouver les exponentielles « remarquables » : 3 ei®
e=1, et = \/§+l, elt = ﬂ, els = 1+—l\/§, ez =i em=—-1, etc .
2 V2 2 0]
. .0 .0 .0 e -0
Pour tout réel 0, 1+ e'% = ¢’z (e_’? + e’i) =2c0s (5) e'2, Plus généralement :

Factorisation par 'arc moitié (73.6)

Pour petgdansR, e'P +e'9=¢'"2

- ptq ip_q
e

; ; Pt ( pmd _;p=q ..
X Pour (p,q) e R?,onae'’? —e'9=¢'"2 (e’ 2 —e 2 ):Zzsm(

cosp—cosq = Re(eip—eiq) = —Zsin(p;q)cos

Définition 3.18. Exponentielle complexe

Pour tout z dans C, on pose e? = eR¢(@ g/ Im(2),

Cette définition est cohérente (si z est réel ou imaginaire pur, elle recoupe celle de I'’exponentielle

réelle et la définition 1.3 (cf. page 8).) et c’est le seul prolongement de I'exponentielle a 'ensemble C

en une fonction vérifiant V(a, b) € C2, et = ¢,

Proposition 3.19. Propriétés de I'exponentielle

V(z,a,b) e C3, e4b = el o220, 1/e°=e % et e*=1 < z€2inZ.

2. Nombres complexes et géométrie

2.1. Interprétation géométrique des opérations de C

Comme nous l'avons déja vu, la somme z + w est I'affixe du translaté du vecteur d’affixe z selon le
vecteur d’affixe w.

LLG oo HX 6 10
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rei®z

2.2. Distances et angles

ze!® = |z]e!®e® = |zle

Laurent Kaczmarek

elbz

0O u

La multiplication d'un nombre complexe z par un réel r positif a
pour résultat un nombre de méme argument et de module multi-
plié par r (d’otu la construction géométrique ci-dessus). La multi-
etz plication de z par e? n’affecte pas son module mais ajoute ¢ a son
argument. En effet, en notant 0 un argument de z, on a

i(p+6)

Le point d’affixe ze'® s'obtient en appliquant a z la rotation de
centre O et d’angle ¢. La construction générale de zz' o1 2’ := re’®
s’en déduit aisément (cf. ci-contre).

Pour deux vecteurs a et b non nuls, la mesure d’angle orienté entre a et b est notée (a, b).

Proposition 3.20. (Distances et angles) (/3.7 )
Pour tous A,B,C,D de &2 d’affixes a, b, ¢, d :
a. LaffixedeABestb—aetAB=|b—al.
b. Si A #B, alors arg(b — a) = (u,AB) [27].
c. SiA#BetC#D, alors
d-c
b-a

_CD
" AB

arg[9=C) = aB,cD) 2] et
b-a

X Déterminons ’ensemble des complexes z tels que |iz— 1| =|iz+1|.

v Soitze C.Comme iz—1=i(z+i)etiz+1=i(z—1i),ona

liz=1|=|iz+1| < |i|x|z+i| = |i| x|z—1i]

— |z+i| =|z—-1i]

A

AB=|b—al B

car|i|=1

<= zestéquidistantde i et —i

< z appartient a la médiatrice de i et —i

Puisque cette médiatrice est I’axe réel, I’ensemble des solutions est R.

v On peut aussi aborder cet exercice via le calcul analytique. Soit (x,y) e R et z:= x+iy.Ona

LLG »« HX 6
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liz=1|=]iz+1] < |-1-y+ix|=[1-y+ix|
= ¥+ (-1-p)? = x*+(1-y)?
<~ 2y =-2y
<= y=0 (onretrouve que I'’ensemble des solutions est R)

Il est facile de traduire la colinéarité et I’orthogonalité vectorielles via les affixes :

y A

C M3 )
ZM1M3 =21 ZM1M2

ZAC = 4ZAB \/

Colinéarité et orthogonalité
Pour tous vecteurs non nuls a et b d’affixes z, et z, :

. . Za _ . .. . . Za
= alb sietseulementsi —€ilR; = aet b sont colinéaires si et seulement si — € R.
Zp Zp

X Commencgons par les questions d’alignements.

v Soit A, B et C trois points deux a deux distincts d’affixes a, b et c. Les points A, B et C sont alignés
si et seulement siles vecteurs AB et AC sont colinéaires, ce qui équivaut encore a

c—a

R
b—ae

v Déterminons I'ensemble .# des z € C tels que les points 1, z et z? soient alignés.

+ Afin d’appliquer ce qui précéde, on commence par déterminer les z € C tels que 1, z, z* ne
soient pas deux a deux distincts. On trouve facilement les valeurs 0 et 1.

+ Soitze C\{0,1}.Ona

P |

eR

1, z et 2% sont alignés <

— z+1eR
— zeR

Comme 0 et 1 sont également des solutions, on en conclut que . = R.

X Déterminons les z € C tels que le triangle de sommets z, z> et z° soit rectangle en z.

v Recherchonsles z € C tels que les points z, z° et z° ne sont pas deux a deux distincts. En résolvant
successivement les équations z = z2, z = 23 et z% = z%, on trouve les solutions 0, 1 et —1.

v Soit ze€ C\{-1,0,1}. Notons M;, M, et M; les images de z, z* et z°. On a

LLG oo HX 6 12
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z, z% et z° est rectangle en z <= M;M, 1 M;M3

Z3—Z

eilR

2
Zc—Zz

. 22—z z(z-1D(z+1)
<~ z+1€iR car =

Z2—z z(z—1)
—

dyeR,z=-1+1iy

On reconnait la droite d’équation x = —1.
v Comme le point d’affixe —1 appartient a cette droite mais n’est pas solution, I'’ensemble des so-
lutionsest{ —1+iy; ye R*}.
2.3. Cercles

Nous commencons par quelques rappels sur les cercles et leurs équations.

Soit Q le point de coordonnées (xy, yp) et R un nombre réel Cor M
strictement positif.

Le cercle de centre Q2 et de rayon R, noté éqR, est I'en-
semble des points M vérifiant QM = R. En notant (x, y) les
coordonnées d'un point M du plan, on a donc

Me CgQ,R — QMZ = R2

= (x—x0)*+ -y = R - -

X Réciproquement, il faut savoir reconnaitre I’ensemble £ défini par une équation cartésienne de la
forme x? + y? + ax + by + ¢ = 0 en écrivant sous forme canonique les deux trindmes en x et y :

4 2

a\2 ( b)2 a?+b*—4c
— (x+—) +[x+ =— " -
2 4

) ) a2 le bZ 2
xX“+y“+ax+by+c=0 < (x+§) -—+[x+= —Z+c:0

2

v Casl:a’°+b*>—4c<0.0naalors £ = 2.

v Cas2:a’+b*—4c=0.0naalors & = {Q} ou Q est le point de coordonnées (—%, —

SJISy

v Cas3:a’+b*>-4c>0.0naalors £ =6,r o R:= \/W-
Les nombres complexes, et plus particulierement la forme trigonométrique, sont trés adaptés pour le
paramétrage des cercles. Reprenons les notations introduites au début paragraphe.

1 Le point Q a pour affixe w := x9 + i yp. Pour M d’affixe z, on a
Far M
Me%6qr < lz—w| =R
— |z—-w* =R?
= (z-w)(z=w) = R?
v = (z-w)(z-©) =R
— |zI’-wz-wz+|w|* = R?
o i < |z|>-2Re (wz) + lw|? = R?
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Pour M d’affixe z, on a Car z=w+Re®
Meé6qr < lz—w| =R
— EIBE]R,Z—(J):Reie

~— F0e R, z = w+Re'®

On retrouve cette expression en translatant le cercle €or se-
lon le vecteur OQ (qui est d’affixe w). >

2.4. Droites et demi-plans

A

Soit A un point et n un vecteur non nul de coordonnées <

(xa, ya) et (o, B).
La droite &2 passant par A et de vecteur normal n est |'en-

semble des points M du plans tels que AM et n soit ortho-
gonaux. En notant M(x, y), on a donc

MeY < AM-n=0
= =alx—x0)+Pp(y—y0) =0 0 u

X Le vecteur u de coordonnées (—f3,a) est dit directeur de la droite & car un point M appartient a
celle-ci si et seulement si AM et u sont colinéaires.

X Pour (a, b, c) € R3 tel que (a, b) # (0,0), 'ensemble £ défini par 'équation ax + by + ¢ = 0 est une
droite de vecteur normal n’ de coordonnées (a, b).

X Contrairement au cas des cercles, les nombres complexes n’offrent aucun confort de calcul dans
I'étude des droites. Notons n I’affixe de n, a, u celles de A et u.

v Pour un point M d’affixe z, on a v On ade méme
MeEQ < AMLln
z—a ..
ciR Me9Y < AM et usont colinéaires
n z—a
z—a z—a — u eR
— = —
n n «— JdAeR,z=a+Au
— (z—-an=-(z-a)n

nz+nz=na+na On obtient alors une représentation para-

d’ou1 une équation cartésienne de 9. métrique de 9.

i Une droite d’équation ax + by + ¢ = 0 est la frontiere de deux

N demi-plans ouverts d'inéquations définies par

n ax+by+c>0 et ax+by+c<0

Cela vient du fait que les demi-plans sont définis par les
conditions AM; -n >0 et AM,-n < 0, ol A et n désignent res-
pectivement un point et le vecteur normal de coordonnées
(0) u (a, b) de la droite.

X+2y—-7<0 )
My -7

A

Y
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2.5. Transformations usuelles du plan

Une transformation du plan £ est une fonction qui a un point M du plan associe un autre point M’
appelé image de M. Définir une telle transformation revient a donner I'expression de 1'affixe z’ de M’
en fonction de I'affixe z de M, appelée expression analytique de la transformation.

X Translation de vecteur u d’affixe u. X Homothétie de centre Q et de rapport k € R*.
Le point M’ est défini par MM’ = u. Le point M’ est défini par @M’ = kQM.
Z/
Z-z=u / Z—w=k(z—w)
Z' -z z'
/ v A
Z Z-w
i
zZ—w
/
®
X Rotation de centre Q d’affixe w et d’angle 0. X Symétries particulieres (£ 3.8)
z ~Z “

Z-w=e%z-w)

3. Equations algébriques
3.1. Equations du second degré

Toute équation du second degré se raméne a une équation de la forme Z? = « d’inconnue Z. Soient
a, b et ¢ trois nombres complexes tels que a # 0. Pour tout nombre complexe z,

az"+bz+c=allz+—| ——| (*)
2a 4a?

ol1 A := b? — 4ac. Cette transformation du trinéme az? + bz + ¢ s’appelle mise sous forme canonique.
En posantZ:=z+ b/(2a) eta:= Al(4a?), I’équation az®+bz+c=0est équivalente a 72 =q.
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Définition 3.21. Racines carrées d'un nombre complexe

Soit a € C. On appelle racine carrée de o tout nombre complexe Z tel que Z2 = a.

X Tout nombre complexe a non nul admet exactement deux racines carrées.

v Dans le cas oll a est un nombre réel, le calcul des racines carrées de a est direct. Par exemple,
. 2
4=(£2)%et-3=(xiv3)".

v Passons au cas général. Soita € C*. Ona o = re® avec (1,0) e R* x R. Pour z€ C, on a

Z=a = Z=ré
2 .92
= z —(\/Fe’2) =0
i i
— (z—ﬁeZ)(z+\/7e2):0

i0 i0
— z=+\rez ou z=-\rez

0

Comme /T # 0, on obtient deux solutions distinctes.
X Déterminons les racines carréesde 1 + i et 3 —41i.
. in in . , .
v Comme 1+i=+2e7,lesnombres +V v2es sont les racines carrées de 1 +i.

v Dans le cas ou 'argument du nombre n’est pas explicitement connu, on peut trouver ses racines
carrées sous forme algébrique. Cest le cas de 3 —4i. Soit (x, y) € R?.On a

(x+iy)? =3-4i < x*—y*+2ixy =3-4i
—= -y =3 et xy=-2
On peut alors résoudre la premiére équation en posant x’ := x? (c’est une équation dite bicarrée)
puis en déduire y. On adopte en pratique une méthode plus rapide mais moins naturelle :

(x+iy)* =3-4i < x*-y*+2ixy =3-4i et |(x+iy)*| = [3-4i
— x*-y*=3,xy=-2 et x2+y2:\/2_:5
= xz—y2:3,x2+y2:5 et xy=-2
<:>2x2:8,2y2:2 et xy=-2
<~ x==x2,y==1 et xy=-2
— x+iy=x02-1i)

Explication : on a simplement « ajouté » I’équation | (x+1 y)2| = |3 —41i], en fait redondante car si
(x+iy)? = 4—3i alors nécessairement | (x+1 y)2| = |4—-3i|. Cette équation superflue a cependant
'avantage de mener a une résolution plus simple : on trouve x> — y* = 3 et x> + y*> = 5 qui par
somme et différence permet de calculer x et y au signe prés, la condition xy = 3 permettant de
trouver les signes adéquats.

Calcul des racines carréesde a € C*

= Sia € R, alors ses racines carrées se calculent directement (cf. plus haut).

0

. j . . i0
= Sia=re'" avec (1,0) € R} x R, alors les racines carrées de o sont +v/re'z.
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x?-y? = Rea
= Pour (x,) €R?, (x+iy)?=a <= { x2+y? =|q
2xy =Ima
Les deux premieres lignes donnent x? et y? puis la derniére permet de trouver x et y.

Proposition 3.22. (Résolution des équations du second degré) (73.9)

Soit (a, b, ¢) € C? tel que a # 0. Soit & une racine carrée du discriminant A = b? — 4ac de I'équation
-b+d -b-06
et 0

2a 2a

E : az?+ bz + c = 0. Les solutions de E sont les nombres

X Résolvons I'équation izZ+(2+0)z+2=0.
v Le discriminant de ce trindme vaut A = (2+ )2 —8i =3 —4i = (2 - i)2.

—2—i+2-i _ —2—i-2+4i _ o
= 1et = =21.

v On en déduit ses racines :
Proposition 3.23. (Relations coefficients-racines).

Soit (s, p) € C2. Deux nombres complexes sont de somme s et de produit p si et seulement si ce sont
les solutions de I'équation z? — sz + p = 0.

3.2. Racines n-iemes de I'unité

Définition 3.24. Racines n-iéme de 'unité

Soit n € IN* et a € C. On appelle racine n-ieme de a tout nombre complexe z tel que z" = a. Lorsque
o = 1, on emploie plutot le terme «racine de I'unité ». Onnote U, = {z€ C; 2" = 1}.

Proposition 3.24. Description des racines 7-émes de l'unité

VnelN*, Un:{eZik_;;ke[[O,n—l]]}:{wk;keﬂo,n—l]]}oﬁw:: e?in,

La seule racine premiere de I'unité est 1. Pour n = 2, on retrouve les racines carrées de I'unité qui
valent —1 et 1. Les premiéres racines n-iemes de I'unité non-réelles apparaissent a partir de n = 3.

in

in\2 .
Les racines cubiques de I'unité sont 1, ezT, (ezT) (£3.10) ]

Les images de ces trois nombres forment un triangle équilatéral
inscrit dans le cercle trigonométrique.

Définition 3.25. Le nombre j

. 2in . . e Lo
Onnote j:=e 5. Les racines cubiques de l'unité sont 1, j et j2.
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? A A
. 2im
l e’ j -2
-1 1— 1— -1 1—
. .2 7
—i ' J J
\
Les images My, ..., M;—; des racines n-iemes de 'unité forment un
A A 2 . b A 2 . . . 3 .
sin polygone reglgier a n cOtés inscrit dans le cercle trigonométrique.
ern A Posonsw:=en .
2in
en X La suite (), est n-périodique car

VkelN, a*" = ok = of

Ainsi (j¥), .y commence par la séquence 1, j, j2,1, j, j%,1, j, etc.

X Pour n > 2, la somme des racines n-iémes de I'unité est nulle :

o w'-1 oA
l+w+-+0" ! = - 0 (somme géomeétrique)
(-0_

X Soit n € IN*. Résolvons dans C I'équation (z—1)" — (z+1)" = 0.

v Leréel 1 n’étant pas solution de 'équation, pour tout ze€ C, on a

n n z+1\"
z- —(z+ =0 =
1 1 0
z—1
z+1 2ikn
<~ Jke[0,n-1], — =e n
z—1

— Fkel0,n-1], z+1=e"(z=1)

ikmn ikn
— dke[0,n-1], (ezT — 1) z=1+ e2 n (équation notée Ej)

. . 2ikmn . ,
v Pour k € [1,n - 1], Ex n’admet une unique solution car e » —1 # 0 mais Ey n'en admet aucune

car s’écrit 0 x z = 2. Ainsi, les solutions de ’équation initiale sont les nombres de la forme

2ikn

l+en 2cos &z

n
kn
n

z = 2ikn

. km
= = —icotan— pour ke [1,n—-1]
en —1 2isin n

Remarque : il n'y au aucune solution si n = 1.

X On pose p = eg, A=p+p?+p* et B=p>+p°+pO. Calculons A +B et AB puis déduisons-en les
expressions de A et B al’aide de radicaux.

v PuisqueP#letp’=1,0na
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A+B=P+---+p%=—-1+p%°+---+p% = -1 (somme des racines 7-émes de 'unité)
AB = p*+p° +p7+p° + B +p°+p7+p7 +p'°
=B +pC+1+P°+1+P+1+p>+Pp> (onsimplifie les puissances par 7-périodicité)

=2+ [50 +-- [36 =2 (somme des racines 7-emes de l'unité)

v On en déduit que A et B sont les racines de 'équation z> + z + 2 = 0. Celles-ci sont _uT"ﬁ Il faut
a présent déterminer le signe de Im A pour déterminer A et B. On a

. 2m . A4n . 8m . 2m | SR 5

ImA = sin— +sin— +sin— = sin— —sin — +sin —
7 7 7 7

N——

>0 >0

car sin est strictement croissante sur [0, g] et positive sur [0, 7].
3.3. Racines d’'un nombre complexe non nul

Abordons plus généralement® 'équation z” = Aouin >2et Ae C*.

Le principe général est de déterminer une solution particuliere, ce qui permet se se ramener aux ra-
cines n-emes.

X Déterminons les racines cubiques de —1. Soit z € C. Comme z® = —1 équivaut a z° = (—-1)3 (C’est-a-
dire —1 est une solution particuliére), on a

2=-1 = (-2°%=1

— —z€eU;

= ze{-1,-j,—j*} carUs=1{1,j,j?
in in\4
X Calculons a présent les racines quatriemes de 4i. On a4i =4e2 = (\/Ee?) . Ainsi, pour z€ C, on a

in 4
Zd =4 — = (\/ie?)

4
z
(:)( l_n) =1
V2es
z
€U4

—

V2e
<~ z€ {—\/Ee%,\/ie%,\/ie%ﬂ,—\/ie%n} car Uy = {-1,1,1,~i}

X Résolvons dans C I'équation z8 + z* +1=0.
v Soit ze C. Posons Z:= z*. On a
B4zt 41=0 = Z2+7Z+1=0

— Z=jouZ=j* (Z?>+Z+1,dediscriminant —3, admet pour racines j et j?)
4 4o 2

< zZ =jouz
5. On se limite au cas oll w # 0 car 'équation z” = 0 n’admet que la solution z =0 pour n € IN*.
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v Puisque j* = j3 x j = j,'équation z* = j équivaut a z* = j*. Ainsi
=3
=] <= [=]| =1
J
z
— —-elU,

., . Iin Tin
= ze{—],],—eﬁ,eﬁ }

v Puisque j8 = j% x j2 = j?,'équation z* = j? équivaut a z* = j&. Ainsi

v Lensemble des solutions est donc

in 7in

.. 7im 7im ) lim  1lim
_])]’_e 6 , € 6 ’_] )] ,—€ 6 , € 6

—— Calcul des racines n-iemes de A # 0
= Rechercher une racine n-ieme particuliére z, en écrivant (par exemple) A sous forme trigo.

n
S y 2 . n _ 2 . N n _ n : i _ . i
= L'équation z" = A est équivalente a z" = z, i.e. (ZO) =1,ie. = € U,.

. o 21 - 2in
= Les racines n-iemes de A sont donc zy, 2w, ..., 200" L ollw :=en .

Le lecteur s’entrainera en résolvant les tests (#3.11), (#3.12)et (£3.13)
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4, Tests

3.1.®9D
Que pensez-vous de la propriété suivante V (z,z') € C?, Re(zz') = Re(z)Re(Z') ?

3.2.®9D
Etablir que, pour tout nombre complexe z,

zZ+z zZ—z
a. Re(z) = - b. Im(z) =

3.3.®9D
Soit z € C. Prouver que Re z = |z| si et seulement size R,.

34.®9
Ecrire sous forme polaire les nombres +v/3 + 3i.

3.5.®9

On pose j := e?’™3. Les questions suivantes sont indépendantes : déterminer les entiers n tels que

j" ¢ R, calculer un argument de o = j2 — j, exprimer e*"/3 en fonction de j et j2.

3.6.®9D
Ecrire sous forme polaire o = e/™* + "> et p = 1 — e!V/4,

3.7.®@9
Déterminer géométriquement I’ensemble des complexes z tels que |[z—1| = |z + 1+ 3i|.

38.®9

|
Donner I’expression analytique de la rotation de centre A(1) et d’angle 5

3.9.®9
Résoudre les équations suivantes dans C :

a. z2°+(-3+1i)z+4-3i=0; b. z*+2—-iV12=0.
3.10. ®O

Exprimer sous forme trigonométrique et algébrique les racines sixiemes de 'unité. Les représenter
sur le cercle trigonométrique a la maniere des figures de la page 18.

3.11.®9D
Déterminer sous forme polaire les racines sixiémes de j? et les représenter.

3.12. ®D
Soit n € IN*. Résoudre dans C I'équation (z—1)" + (z+1)" = 0.
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3.13.®9D
Soit w € C* et n € IN tel que n > 2. Montrer que la somme des racines n-iemes de w est nulle.
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5. Solutions

3.1.8a O
C’est faux: pour z=z' =i, zz’ = —1 donc
Re (zz') = —1 mais Re(z) Re (z') = 0.

3.2.88 O

Ecrivons z= x+iy avec x et ydans R.On a
z=x—iydou2x=z+zet2iy=2z—2z. Ainsi,

zZ+z zZ—z
Re(z) = — Im(z) =

33.88 O

Soit z € C.

= Soitze R;.OnaalorsImz=0d ol
|z| = |Re z| = Rez.

= Réciproquement, supposons que Rez = |z|.

Alors (Rez)? = |z|2 = (Re 2)? + (Im z)?, d’ol1
Imz=0etdoncz=Rez=|z|e R,.

3.4.88 O

Ona
V3+3i=2v3e™3 V3-3i =233
—V3+3i=2V3e*"3 —\/3-3i=2V3¢7%"/3

3.5.88 D

= Soitne IN.Ona j" = e?/"/3 et

j"¢R < 2nn/3 #0[n]
— 2n#£0]3]
~— n#0[3] (car2A3=1)

= Onaa=—-iv3, donc arg(z) = —m/2.

= Onae™3 = —j2 et e I3 = —j.

3.6.88 O

Factorisons par I’angle moitié :
oa=2cos (23_7[ + T[) e33in/40+in
40
631

40

>0

LLG e« HX 6

De méme, on écrit que
ﬁ — em/B(e—m/8 _ em/B)
= —2isin(/8)e'™8 = 2sin(1/8) e 3V/8
——

>0

3.7.88 D

Soit A et B les points d’affixes 1 et —1 — 3i. Soit
z€C,|z—1|=|z+1+3i| si et seulement
sil'image M(z) de z vérifie AM = BM, i.e. M
appartient a la médiatrice de [AB].

'y

A

3.8.88 O
Une petite figure comme support :

z
,\ Z-1=i(z-1)
z' -1

Z—l/'. V4

On trouve bien-stir z— z' =1+ i(z—1).

3.9.88 O

a. Le discriminant vaut —8 + 6i = (1 + 31)2. Les
deux racines sont1—2i et 2+ 1i.

b. Il s’agit de calculer les racines 4-iemes de
—2+iv12 = 4¢"2™3_ Comme les racines
quatriemes de 1 sont 1, —1, i et —i, ce sont

+v2e™6 et +iv2e™8
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3.10.88 O

Les racines sixiemes de 1 sont les nombres de
la forme e*¥™/3 pour k € [0,5] :

X 1+iv3 -1+iV3 . -1-ivV3 1-iV3
M 2 ) 2 ) M 2 ) 2
On reconnait 1, —j2, Jj, -1, j2 et—j.
J -
-1 ® 1+
5 -

3.11.88 O

Comme j2 = e*™/3, oy := e2'™'9 est une racine

sixitme de j2. Les racines sixiémes de 1 étant
égales aux (—j)k pour k € [0,5], les racines
sixiemes de j2 sont les nombres wo(—j)k pour
k €10,5].

_jZ(DO \

Jwo

—Jjwo

.2
J"Wo

LLG e« HX 6
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3.12.88 O

Puisque 1 n’est pas solution, on a pour tout
ze(C:

=0

z—1

(z+1)”
— =-1
z—1

z+ 1)”

=D +(z+1)"=0 <> 1+(z+1)

—in/n _

— (e
z—1

Un nombre z est donc solution si et seulement

siil existe k € [0, n—1] tel que

241 _ ek+vinin
z—-1

ie. 1- e(2k+l)iﬂ/n)z =—(1+ e(2k+l)iﬂ/n). A ke
fixé, e@k+Din/n £ 1 cqr @k+Dn/n ot yne racine
n-ieéme de —1. Les solutions sont donc les
nombres de la forme (modulo un passage a
I’angle moitié) :

1+ e(2k+1)in/n

_W =—jcotan(Rk+1)n/n)

oukel[0,n-1].

3.13.88 O

Posons a := €2/ " et notons w, une racine

n-ieme de w. On sait que les racines n-iemes
de w sont les nombres wya* pour k € [0, 72 — 1].
Il suffit de remarquer que la somme des racines
n-eémes de I'unité est nulle.
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