Equations linéaires en analyse

Dans ce chapitre, nous allons appliquer une partie du cours d'algebre linéaire a
la résolution de deux types d’équations dont les inconnues sont des objets longue-
ment étudiés en Analyse : les équations différentielles linéaires (avec une incon-
nue dans (1, ]K)) et les relations de récurrences linéaires (d’inconnue une suite

de scalaires).
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par Leibniz dont les travaux sur les infiniment petits éclaircis par les fréres Bernoulli', a per-
mis la résolution de nombreux problemes réputés a I'époque insolubles par le calcul analy-
tique. En dehors des déterminations de minima ou de maxima, le « nouveau calcul » a tres vite fait ses
preuves dans I'étude des courbes mécaniques — I'expression est employée par le Marquis Michel de
L'Hospital dans son Analyse des infiniment petits — telle que la tractrice : quelle est 'équation de la
courbe décrite par un objet remorqué le long d'une droite par un cable tendu de longueur constante ?

L "INVENTION du calcul différentiel a la fin du XVII¢ siecle par Newton, puis indépendamment

Etudions I'exemple de la charge d’'un condensa-
teur. Avec les conventions ci-contre,

e=u+v,i=Cu, v=Ri=RCu
1 —
On adonc, en posant T:= —, e () C — u
RC
1 R
u+-u=e I I
T | I—
En cas de décharge du condensateur dans la ré- »

sistance, on a la méme équation avec e = 0.

Seules équations d’ordre un et deux sont au programme. Dans ce qui suit, K = R ou C.

1. Equations linéaires

Le lecteur est renvoyé au chapitre ALG 8 (et en particulier son dernier paragraphe) pour I'étude du
contexte général des équations linéaires.

1.1. Structure de I'ensemble des solutions d’'une équation linéaire

Commencons par un peu de vocabulaire et quelques notations usuelles.

Définition 10.0. Equation linéaire

On appelle équation linéaire toute équation & de la forme ¢p(x) = y ot :

= les ensembles E et F sont deux K-ev, y e F et ¢ € Z(E,F), 'inconnue étant un vecteur x de E.
= L'équation ¢p(x) = 0 est appelée équation homogene associée a & et souvent notée &y.

= Nous noterons classiquement et respectivement . et .#}; 'ensemble des solutions de & et &y.

On a donc .#4; = Ker u et la structure de .’ est donnée par le théoreme suivant :

Proposition 10.1. Structure de I'ensemble des solution d’'une équation linéaire

On reprend les notations de la définition précédente.

= & estnon vide si et seulement si y € Im .

1. Les idées de Newton dateraient de 1671 et celles de Leibniz de 1684. Jacob et Johann Bernoulli ont étudié le sujet vers les années 1691-1692; ils
initierent Le Marquis de LHospital a ce « nouveau calcul ».
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= Soit xp € E une solution de &. On a alors
S ={xo+h; heKerdp} = {xo+h; he S}

= Ainsi, 'ensemble des solutions de I'équation ¢(x) = y, d'inconnue x € E, est vide ou est un sous-
espace affine de E de direction Ker ¢.

La connaissance du noyau et de I'image de ¢ sont donc essentiels a la résolution générale des équa-
tions ¢p(x) = y.

X Résolvons le systeme linéaire suivant

x+y+z =1
-2
x—-2y-2z =1

—2Xx+y+z

v Il s’agit bien d'une équation linéaire car ce systeme s’écrit $(X) =Y ot ¢ est 'endomorphisme
. AP 111
de R3 canoniquement associé a A := (—12 12 12) etX:=(x,52),Y:=(,-2,1).

v Le vecteur Xy := (1,0,0) est une solution particuliere évidente. De plus, le noyau de ¢ vaut VectZ
ouzZ:=(0,1,-1).

v On en déduit que 'ensemble des solutions est la droite affine {Xo +AZ; A€ R}.
v On peut bien-sir retrouver ce résultat en appliquant directement I’algorithme du pivot au sys-
téme initial.
X Déterminons a présent tous les polynomes P réels vérifiant P(0) =1 et P(1) = 2.

v 1l $'agit d’'une équation linéaire. En notant ¢ : R[X] — R? I”application linéaire P — (P(0),P(1)),
I’équation s’écrit G(P) = (1,2).

v Le noyau de ¢ est 'ensemble des polynomes s’annulanten O et 1, i.e. {X(X -1)Q;, Qe R[X] }
v Il est clair que le polyndme X + 1 est une solution particuliere de ¢(P) = (1,2).
v Ainsil’ensemble des solutions est le sous-espace affine {X +1+XX-1)Q; Qe RI[X] }
X Considérons la relation de récurrence suivante :
VrelN |, upy =2up+n ouu:=(Uy)peN

v On reconnait une équation linéaire, avec E := RN et ¢ 'endomorphisme de E défini par

(Un)neN — (Unp+1 —2Up) peN
En notant u := (4,) nelN €t vV := (1) e, I’équation de récurrence s’écrit Gp(u) = v.

v Lensemble des solutions homogenes est le noyau de ¢, i.e. 'ensemble des suites u telles que
VneNN, uy,y1 —2u, =0, i.e. 'ensemble des suites géométriques de raison deux. Puisque celle-ci
sont de la forme (2" 1), ., on en déduit que Ker ¢ = Vectg o1 g := (2"), -

v On trouve sans peine une suite affine vérifiant la relation de récurrence : (—n — 1) ,ev convient.
v On en déduit que 'ensemble des solutions est la droite affine { (-n-1+A2"), ;A€ R}.

Une autre conséquence de la linéarité de I’équation est le théoreme de superposition :
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Proposition 10.2. (Théoréme de superposition).

On reprend les notations de la définition précédente. Si x; et x» sont des solutions respectives de
d(x) = y1 et p(x) = y», alors, pour tout A € KK, x; + Ax, est une solution de ¢p(x) = y; + Ay».

Nous avons déja rencontré de nombreux exemples d’equations linéaires.
1.2. Equations différentielles linéaires
Dans tout ce qui suit, le corps K désigne R ou C.

Définition 10.3. Equation différentielle linéaire
Soit pe IN*.
= On appelle équation différentielle d’ordre p toute équation de la forme :
&y P+ apa(@yP V44 ag(0y? = b()

ou ay, ..., ap-1 et b sont des fonctions définies et continues sur un vrai intervalle I de R a valeurs
dans IK, I'inconnue y étant une fonction appartenant a % (I, K).

= Les fonctions ay, ..., ap—1 sont appelés coefficients de & et b son second membre.

= 11 est d’'usage de ne pas faire figurer la variable ¢ dans les fonctions y©@, ..., y”) mais cette
convention est réservée a la définition d'une équation. On écrira par exemple que y € €7 (I, KK)
est solution de & si et seulement si

viel, yP ) +ap_1(0yP V(@) +-+ ag(Dy P (1) = b(D)

=> L'équation précédente est dite a coefficients constants si toutes les fonctions ay, ..., ay- sont
constantes.

Il s’agit bien d’'une équation linéaire : en choisissant les K-ev E := €7 (I, K), F := ¢°(1, K) et 'applica-
tion (clairement) linéaire ¢ définie par

p-1 _
Yy P+ Y aiyt
i=0
I’équation s’écrit ¢(y) = b. L'équation homogene associée est

Sy P+ ap @y 4 agy® =0

Proposition 10.4. (Passage sur C)

On reprend les notations de la définition précédente en supposant de plus que les fonctions ay,
..., ap_1 sont a valeurs réelles. Pour toute solution y : I — C de &, les fonctions Re y et Im y sont
respectivement des solutions des équations

2P +a, 1 ()27 V+-+ay (29 =Reb(®) et 2P +ap_1 (027D +-+ag()z® = Imb(t)
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Ce résultat est a rapprocher des calculs de sommes de cosinus, effectués dans le cours ALG 3, par
passage sur C.

Par exemple, pour trouver une solution particuliére de ’équation différentielle y’' + y = cost, il est
possible de déterminer une solution particuliere y, de I'équation y’ + y = €'’ puis d’extraire sa partie
réelle Re yyp.

1.3. Equations de récurrence linéaires
Dans tout ce qui suit, le corps K désigne R ou C.

Définition 10.5. Relation de récurrence linéaire
Soit p e IN*.

= On appelle suite récurrente linéaire d’ordre p toute suite u: IN — K vérifiant

E:YneN, un+p)+ap1(Mun+p-1)+---+apg(n)u(n) = b(n)

ou ay, ..., ap-1 et b sont des fonctions définies sur IN et a valeurs dans I, i.e. des suites.

= Les suites ay, ..., ap-1 sont appelés coefficients de & et b son second membre.

= L'équation précédente est dite a coefficients constants si toutes les suites ay, ..., a,—; sont
constantes.

Nous avons écrit les suites sous forme fonctionnelle afin d’insister sur I’analogie avec les équations
différentielles mais en pratique, une relation de récurrence linéaire sera explicitée au format usuel
indexé. Par exemple, on peut considérer la relation de récurrence suivante

VneN, upis = N Upio — 20Uy + Up + 1
qui est bien une relation de récurrence linéaire d’ordre trois avec la suite constante égale a un pour
second membre.

Revenons 2 la définition. 11 s’agit bien d’une équation linéaire : en choisissant les IK-ev E := KN et
1”endomorphisme ¢ de E défini par

p-1
(Un)neN — | Un+p + Z ai(m)Uj+n
i=0 nelN

I'équation s’écrit p(u) = bou b := (b(n))ne]N et u = (u,) neN- L'équation homogene associée est
su:VnelN, u(n+p)+ap 1(Mun+p-1+---+ap(nu(n) =0

La proposition de passage sur C, démontrée au paragraphe précédent, admet un analogue évident
pour les suites récurrentes lorsque les suites ay, ..., a1 sont a valeurs réelles.

2. Equations linéaires a coefficients constants

Soit p € IN* et (ao,...,ap-1) € KP. Considérons les équations différentielle et de récurrence linéaires
suivantes :

p-1 , p-1
St yP + > aiy? =0 et &ug:VnelN, Unsp+ Y Qilisn =0
i=0 i=0

Notons .#}1 5 et .11, leurs ensembles respectifs de solutions.
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X Ennotant o 'endomorphisme de KN défini par () nelv — (Un+1) nelN, ON @ que

p-1 .
=Ker P(0) ot P:=X"+ ) a;X' e K[X]
i=0

p-1
o’ + ) a0’
i=0

1,6 = Ker

X Considérons y dans .#j; 5. Comme y est p fois dérivable et y'P) € Vect(y,...,yP~1) (’équation est
a coefficients constants), on en déduit que yP’ est dérivable et yP*1 € Vect(y/,..., yP’). Ainsi, par
une récurrence facile, on prouve que y est de classe ¢ pour tout n dans n. Ainsi, &j1,5 € €° (R, K).
En notant 8 'endomorphisme de ¢ (R, IK) défini par u — u/, on a que

p-1 .
87+ aiﬁl) = Ker P(8) ol P estle méme polyndme que ci-dessus
i=0

s = Ker

La structure des espaces de solutions de ces deux types d’équations est reliée a I'arithmétique de ce
polyndome P.
Définition 10.6. Equation caractéristique

On reprend les notations précédentes.
= Le polynome P est appelé polynome caractéristique des équations &y 5 et é1,¢-

= On appelle équation caractéristique de &j; 5 et &y, I'équation &; : P(z) = 0 d'inconnue z € K.

La structure d'un noyau de la forme Ker P(u), ou P € K[X] et u est un endomorphisme d'un K-ev E,
est reliée a sa décomposition en produit de facteurs irréductibles sur le corps K et donc a ces racines.

Lemme 10.7. (des noyaux)

Soit Eun K-ev, u € Z(E) et Py, ..., P,; dans K[X] premiers entre eux. On a

m m
@ KerP;(w) = KerP(u) ou P:= []P;
i=1 i=1

X Soit p un projecteur d’'un K-ev E. Comme p?> —p =0 et X? - X = X(X—1) avec XA(X—-1) = 1, on
retrouve la décomposition bien connue via le lemme des noyaux :

E = Ker(p) @ Ker(idg — p) = Ker(p) & Im(p)
X De méme, pour une symétrie s, s?—idg=0avecX?’-1=X-DX+Det X+ D)AX-1)=1d ol
E = Ker(s—idg) ® Ker (s +idg)
X Plus généralement, pour P; := X—a et Py := X—f avec a # 3, on déduit du lemme des noyaux que
Ker ((u—aidg) o (u —Pidg) ) = Ker(u— aidg) & Ker (u — Bidg)

En notant P:= X-a)X—-p) = X2 — (a+ B)X + af, ce lemme permet donc de réduire la résolution
de u?(x) - (ax+ B)u(x) + apfx =0 acelles de u(x) = ax et u(x) = Pfx. On a cassé une équation d’ordre
deux en deux équations d’ordre un.
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3. Equations différentielles linéaires d’ordre un

Nous allons a présent aborder la résolution de toutes les équations différentielles d’ordre un, i.e. de la
forme
&y +alt)y = b

ol a et b sont des fonctions continues de I dans IK, I étant un vrai intervalle de IR.

Lorsque l'intervalle I de définition des coefficients n’est pas spécifié, nous choisirons le (voire les) plus
grand intervalle possible sur lequel les coefficients sont définis.

De méme, dans le cas ot le corps KK n’est pas précisé, nous choisirons d’office R si tous les coefficients
sont a valeurs réelles, sinon C.

3.1. Résolution de I'équation homogeéne
La stratégie des résolution est de chercher une fonction § : I — KK ne s’annulant pas telle que 8y’ + ady
soit la dérivée d’'une fonction y. On aura donc

Viel, YO +a@®y) =0 < Vrel, 8(0)y (1) +a®)d@)y() =0
— Viel,Y(n=0
<~ JAeK, Vtel, y(t) = A

Afin de reconnaitre en 8y’ +ady la dérivée d'un produit, il suffit de trouver & non nulle telle que 8’ = a§,
le choix de & := expoA ol A est une primitive quelconque de a sur I convient donc.

Cette approche s’appelle la technique du facteur intégrant et peut se généraliser a d’autres contextes
(cf. la suite de ce cours).

Proposition 10.8. Résolution d’une équation linéaire homogeéne d’ordre un (#10.1)

Soit a: I — IK continue. L'ensemble des solutions de &} : y' + a(t)y = 0 vaut

Suy=Vectf ou f:t— e A (définie de I dans K) avec A(¢) = f a(r)dt

X Résolvons les équations différentielles d’ordreun &1 : y' =2y =0et & : y' + xy =0.

Dans les deux cas, on va résoudre sur I := R en recherchant les solutions a valeurs réelles.
v Comme f —2dx = —2x, les solutions de &} sont les fonctions de la forme x— Ae** o1 A € R.

2

X 2
v Comme f xdx = EX les solutions de &5 sont les fonctions de la forme x — Ae~ 7 ouAeR.

X Résolvons I'équation &3 : y' — ) _i/ - = 0. On recherche les fonctions de R dans R.
e
dt et _; . .
Comme | — = - dr = In(e”"+1), les solutions de &3 sont les fonctions de la forme :
el +1 e l+1
[— ouAeR
e’ l+1

X On pourra aborder le test (£10.2).
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3.2. Résolution générale par la méthode de variation de la constante

La méthode du facteur intégrant permet la résolution de I'’équations générale. En notant A une primi-
tivede asurl:

viel, y()+a®)y®) = b(t) < Vrel, 2Py (0 +a®e? y(t) = b(r)e?
= Vtel, (yexpoA)' (1) = b()e?

< yexpoA estune primitive de bexpoA surl

— ek, Viel, y(1) = e AV

t
A+ | b eA(x)dx)

o

ol ty désigne un élément arbitraire de I'intervalle I. La résolution est donc ramenée au calcul de deux
primitive. En pratique, on rédige plutot de la fagcon suivante :

—— RésolutiondeE : y' + a(t)y = b(¢) par la variation de la constante

= Onrésout 'équation homogene Ey; : ' + a(t)y = 0 : on choisit yy = e™ o1 A(f) = f a(r)de.

= Dans la pratique, on sait recherche les solutions sous la forme y = Ayp ol A est une fonction

dérivable que I'on détermine en « injectant » I'expression dans 1'équation (ce qui donne A"y, =
b).

La forme des solutions est garantie par le fait que yp ne s’annule pas et est dérivable sur l'intervalle I.

Deux rédactions sont possibles. On peut utiliser la variation de la constante pour déterminer toutes

les solutions de I’équation (il faut alors insister sur les équivalences) ou pour trouver une solution
particuliére.

X Résoudre sur I'équations &1 : y' + y = e'.
Les coefficients étant définis sur R a valeurs réelles, nous recherchons des solutions du méme type.

v Les solutions de I’équation homogene sont de la forme ¢ — Ae~" avec A.

v Appliquons la méthode de la variation de la constante. Les solutions d’écrivent sous la forme
y:t— A(t)e T avec A : R — R dérivable. On a
ysolutionde & < VteR, N (e "=’

— VteR, N (1) = &*!
o2t
< JuelR,VieR, A1) = 7+p

t
. . . e —t s
Ainsi, les solutions de &7 sont les fonction de la forme ¢ — > +upe fotpeR.

X Passons a la résolution &5 : y' + tanh(¢) y = sinh(#). La méme remarque vaut ici.

sinh ¢

v Comme f tanh()dr = f
cosht
fonctions de la forme

dt = Incosht, les solutions de I'équation homogene sont les

A
cosht

—

ou AeR
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v Appliquons la méthode de la variation de la constante afin de terminer une solution particuliére

sous la forme y: t — ngﬁ - ou A est une fonction dérivable. On a

/

ANt
ysolutionde & < VreR, () = sinht
cosht

sinh2¢

— VteR, N () = (coshf)(sinh?) = 5

cosh2t cosh2t
4

La fonction A : t— Zcosht

convientet y:t— est une solution particuliere de I'’équation.

v On déduit du theme de structure que les solutions sont les fonctions de la forme

cosh2t+ v
4cosht cosht

ou pelR

X Le test (#10.3 )est tout indiqué pour achever la lecture de ce paragraphe.

La donnée d'une équation E et d’'une condition initiale est appellée probléme de Cauchy pour &. On
déduit de la résolution générale précédente que tout probleme de Cauchy admet une unique solution.

Proposition 10.9. Existence et unicité de la solution a un probleme de Cauchy
Soit a et b:1— KK continues et (£, yp) € I x K.

Il existe une unique solution f de E : y' + a(t)y = b(t) vérifiant f(ty) = yp.

\//
On déduit de ce théoréme que les graphes des
solutions de l'’équation différentielle E parti-
tionnent I'espace des phases I x R (il s’agit par
définition de '’ensemble des conditions initiales
au format (1o, yo) ).

=

En particulier, deux solutions prenant la méme
valeur en un certain instant f, sont égales.

3.3. Equations a coefficient constant et second membre polynéme-exponentielle

Considérons (a,) € IK?, P € K[X] et 'équation & : y' + ay = P(t)e®’.

Comme I'’ensemble { t— Q1) e®l Qe K[X] } est stable par dérivation, il est raisonnable de rechercher
une solution particuliere de & dans cet ensemble. Soit Q € K[X] et y: t — Q(r)e®’. On a

yestsolutionde & < VteR, Q' (e +Q(H)we®" +aQ(r)e®! = P(t)e®!
— VieR, Q'(0)+(w+a)Q() =P(1)
— Q+(w+a)Q=P
car un polynéme admettant une infinité de racine est nul.

Notons 7 le degré de P que I'on peut supposer non nul (les équations homogenes ont déja été ré-
solues). Si w + a = 0, alors il suffit de choisir Q tel que Q' = P. Supposons dorénavant que w + a # 0.
Considérons 'endomorphisme suivant
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¢ KX — K,[X]
Q —Q+w+a)Q

L'équation Q' + (w + @)Q = 0 s’écrit Q' = —(w + @)Q. Comme w + a # 0, on a nécessairement Q = 0 car
sinon les deux membres auraient des degrés différents. Ainsi ¢ est injective donc bijective car IK,[X]
est de dimension finie.

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 10.10. Cas d’un second membre polynome-exponentielle (710.4)

Soit (a,) € IK? et P € K[X]. Léquation & : y' + ay = P(t)e®’ admet sur R une solution particuliére
de la forme ¢ — Q(#)e®! ou1 Q € K[X].

X Résolvons sur R I'équation & : y' — y = e’ + te?!.

v Les solutions de &y sont les fonctions de la forme ¢t — Ae’ ou A € R.

v Onvaappliquer le théoréme de superposition pour déterminer une solution particuliere. D’apres
le paragraphe 3.3, on sait qu'il existe des solutions particulieres de y'—y = e’ et y' — y = te*’ res-
pectivement de la forme y; : t— P(f)e’ et y» : t— Q(£)e?! avec (P,Q) € R[X]?. Apreés tout calcul,
on obtient

VteR,PP()=1et Q(O+Q() =t

On en déduit que P := X convient et que degQ =1 (en examinant les degrés des deux membres).
En posant Q := ax + b, on obtient (a, b) = (1,-1).

v Les solutions de & sont les fonctions de la forme

r—te' +(t—1)e* + e’ avec AeR

X Résoudre sur R I'équation & : y' + y = tcost.

v Les solutions de & : ' + y = 0 sont les fonctions de la forme ¢ — Ae~! avec A € RR.

v Léquation étant a coefficients réels, nous passons sur C afin de faire apparaitre un polynome-
exponentielle et de trouver une solution particuliere. Considérons &¢ : y' + y = te'’. On sait (cf.
le paragraphe 3.3) que &¢ admet une solution de la forme y: t— P()e'" avec P € C[X]. On a

y estsolutionde §¢ < VteRR, P'(t)e”+P(t)ie”+P(t)e” = re't
— VteR,P(O+A+D)P() =t

Un tel polyndme P est donc nécessairement de degré un (il suffit de comparer les degrés des

deux membres). En posant P := aX + b, on obtient a = ﬁ = % eth= —& = % d’ ot
i 1-1i . tcost (t—1)sint .
y:t-—»(§+7t)e” etdonc Rey: t— 5 + 5 est solution de &

tcost (t—1)sint
+ +

5 5 Ae~ ! ol A € R. Le lecteur pourra

v Les solutions de & sont de la forme ¢ —

aborder le test # 22 avec profit.
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X Poursuivre par le test (£ 10.5).

Il est possible de déterminer des solutions particuliéres dans d’autres cas mais le programme se li-
mite a ce qui précéde. Dans certaines situations, 'intuition ou une indication permettent d’éviter la
variation de la constante.

X Résoudre & : (x*+1)y’ —3xy = 1 sachant qu’elle admet une solution polynomiale.

X 3
5 dx = )\E In (x2 + 1), les solutions de & sont les fonctions de la forme

v Puisque —
1 f1+x

W

x-—»)\(x2+1) avec Ae R

v Recherchons le degré n d’'une solution polynomiale P de &. Posons P := p, X" +... + py. Le poly-
nome (X? + 1)P’ — 3XP est de degré au plus n+ 1 et son mondme en X"*! vaut p,(n—3)X"*1. Si
P est solution de I’équation ce terme est nul. Ainsi, puisque p, # 0, on a nécessairement n = 3.
On recherche donc une solution de la forme P = aX3® + bX% + cX +d. Apres tout calcul, on obtient

b:d:O,c:leta:%-

v Les solutions de & sont les fonctions de la forme
x-—>x+§x3+)\(x2+l)% avec A e R
X Le lecteur parachevera sa lecture par le test (£ 10.6 ).
3.4. Problemes de raccord pour une équation différentielle

Jusqu'a présent, nous n’avons étudié des équations différentielles de la forme E : y' + a(1)y = c(1).
Dans le cas d’'une équation plus générale a(r)y’ +p(t)y = y(£), on se place sur 'ensemble Z des réels
t tels que a(?) # 0. Dans la pratique, Z est une réunion finie d’intervalles. On résout 1’équation sur
chaque intervalle et on examine s'il est possible de raccorder les solutions aux bornes de Z.

X Résolvons I'équation Ey : xy' -2y = x3 sur R.

v On vérifie facilement (sinon on effectue une variation de la constante) que x — x> est solution
de E; sur R.

2
v Sur R et R*, I'équation homogene s’écrit y' — —y = 0. Comme [ % = —Inx?, les solutions de
X
E; sur R} et sur R” sontles fonctions de la forme
3 2 s
x—x"+Ax® ou AeR
v ANALYSE. Soit f une solution de E; définie sur R. Il existe (A_,A.) € R? tel que

o0 = { 2 +A_x?> pourx<0

23+ A, x* pourx>0

Comme f est dérivable sur R, elle est continue en 0 d'ou f(0) = 0 d’apres les expressions ci-
dessus.
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v SYNTHESE. Soit (A_,A;) € R? et f:R — R définie par

2+ A_x? pourx <
fx) = { >

0
13+ Ay x? pourx >0

Cette fonction est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables. Elle est de plus
dérivable en 0 a gauche et a droite avec f¢(0) = f(0) = 0. Ainsi f est dérivable sur R et f'(0)=0:
I’équation E; est donc bien vérifiée en 0 donc sur R tout entier.

X Résolvons I'équation E; : xy'+ y = 0 sur R.

1
v Sur R} et R*, 'équation homogene s'écrit y' + —y = 0. Comme [ % = In|x|, les solutions de E;

sur R} et sur R* sontles fonctions de la forme
A
x—— ol AeRR
X

v ANALYSE. Soit f une solution de E; définie sur R. Il existe (A_,A) € R? tel que

Foo = )‘7‘ pour x <0
Ay pour x>0

Comme f est dérivable sur R, elle est continue en 0 d’ou A_ = A+ = 0 d’apres les expressions
ci-dessus. Ainsi f =0.

v SYNTHESE. La fonction nulle est clairement solution de E,.
X Résolvons 'équation E3 : xy'+y = —é sur R.

v Lafonction x — é estsolution sur R} et R* del’équation Ej. Les solutions sur ces intervalles de
E3 sont donc les fonctions de la forme

1 A
X—=—+= ou AeRR
X% x

v ANALYSE. Soit f une solution de Eg définie sur R. Il existe (A_,A4) € R? tel que

L+2 pourx<o0
fO=371 X
Z+75 pourx>0

On aboutit a une absurdité car f n'admet pas de limite réelle en 0 alors qu’elle est dérivable en
ce point. Léquation Eg n’a donc aucune solution sur R.

—— Tout peut se produire!

Contrairement aux équations de la forme y' + a(x) y = b(x) ou il existe une infinité de solutions,
toutes définies sur le méme intervalle I que a et b, tous les cas de figure peuvent se produire dans le
cas des équations de la forme a(x)y’' +p(x)y = y(x) : il peut n’exister aucune solution sur I, en exister
une seule ou une infinité.
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Les figures ci-dessous illustrent les trois configurations : une infinité de solutions (dans ce cas, toute
solution a gauche - vert — se raccorde avec toute solution a droite — rouge — en une solution sur R -
bleu), une seule solution et aucune solution (aucun raccord possible) :

5

4. Equations différentielles linéaires d’ordre deux a coefficients constants

4.1. Résolution de I'équation homogene

Considérons (a,b) € IK? et & : " +ay' +cy = 0. Considérons une solution y de cette équation.
Comme y" € Vect(y,y") € €' (R,R), la fonction y” est de classe €' donc y est de classe €° et ainsi

de suite : par une récurrence facile, on démontre que y est de classe ¥" pour tout n € IN donc de
classe €.

Considérons le K-espace vectoriel E := (R, R) et 'endomorphisme D défini par
D:E—E, f—f
D’apres la remarque initiale, . = Ker (D? — aD — bidg ) = Ker P(D) ou P := X* — aX - b € K[X].

X Supposons que &, admette deux racines a et f distinctes dans K. Comme P = (X - o)X —-f), on
déduit du lemme des noyaux que

4 = Ker P(D) = Ker (D - aidg) ® Ker (D — aidg) = Vect( ¢ — Ae®) @ Vect( £ AeP!)
car Ker (D — pidg) est ’ensemble des solutions de y’' — py = 0 pour tout scalaire p.

X Supposons que &, admette une racine double a dans IK. On ne peut plus appliquer le lemme des
noyaux. On remarque que

yeKer((D—oddE)z) < D(y) —ayeKer(D—aidg)
y' —ay € Ker(D — aidg)
y' —ay e Vect(t— )

JuekK,VieR, Y(t) = p o y:t— y()e ™

—

—

«— JuekK, VteR, y'(t) —ay(t) = pe*
—

— APWAN eK?, VieR, Y (1) = pr+A

On en déduit donc que .7y = Vect( t— e t— teo‘t).
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X FEtudions le cas ot K = R et &, admet deux racines complexes conjuguées non réelles r + is avec
(r,s) € R?. Considérons une solution a valeurs réelles y. On sait d’aprés le premier point que

erect@(t-—» eiSte fs e_i”e”) c Vect@(tHcos(st)e”, tHsin(st)e”)

car t — e*S’e’t sont combinaisons linéaires de ¢ — cos(st)e’” et t — sin(st)e’".

Proposition 10.11. Equation homogene a coefficients constants (£22)

Soit (b, ¢) € K?. On note YP]F I’ensemble des solutions de &y a valeurs dans K.
a. Si &; admet deux racines o # f§ dans K, alors Y}]F = Vect( t—Ae* t— eﬁt).

b. Si &, admet pour racines r + is (ol r et s sont dans R), alors
IR = Vect( t— cos(st)e’’, t— sin(st)e”) = { t— Acos(t—@)e’’; (A, ) € ]RZ}

c. Si & admet une racine double « dans K, alors ,5”}]? = Vect( t— e t— te‘”).

Ainsi, dans tous les cas, dim .y = 2.

X En particulier, pour y" +w2y =0avecweR*, on a. 7R = Vect(t»—» coswt, t— sinmt).
X Pour y" - w?y =0, on trouve
SR = Vect(t— e®!, t— e ") = Vect(t — coshwt, t — sinhwt)

X Déterminons les solutions réelles de & : y” +2\y' +y = 0 pour A € R.

Son équation caractéristique est é"c)‘ : 22 +2\z+1=0, de discriminant 4(A% - 1).

v Cas1:A€{-1,1}. Léquation & admet -\ pour racine double d’ott
SN = Vect( t—e M te‘”)

v Cas2:|A| > 1. Léquation é"c)‘ admet deux racines distinctes rf = -\t \/ﬁ, d’ou
Fy = Vect(t-—» el t— er;t)

v Cas 3:|A| < 1.Léquation éac)‘ admet deux racines distinctes r) := —A + iv1-A2et ,dolu

= Vect( I — cos(wy t)e‘“, t— sin(wy t)e‘“) avec oy := V1-A2
X Nous recommandons le test ( # 10.7 )pour conclure ce paragraphe en beauté.
4.2. Résolution dans le cas d’'un second membre polynome-exponentielle

La théorie générale des équations différentielles linéaires d’ordre deux avec second membre n’est pas
au programme. Le seul cas a connaitre est celui des équations a coefficients constants avec un second
membre polyndme-exponentielle, i.e. de la forme ¢t — P()e®’ ou P € K[X] et w € K.
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Considérons (a, b,w) € K?, P € K[X] et 'équation & : y" + ay’ + by = P(t)e®’.

Comme I’ensemble { t—Q(ne®’; Qe KiX] } est stable par dérivation, il est raisonnable de rechercher
une solution particuliere de & dans cet ensemble. Soit Q € K[X] et y: t — Q(r)e®’. On a

yestsolutionde & < VteR, Q"(He” + 2w+ a)Q (Hwe® ' + (w? + aw + b)Q(H)e”" = P(1)e®!
= VteR, Q"(1) + Qo+ a@)Q' () + (w” + aw + b)Q(t) = P(1)
= Q"+R2w+a)Q +(w*+aw+b)Q =P
car un polynéme admettant une infinité de racine est nul.

Notons n le degré de P que I'on peut supposer non nul (les équations homogenes ont déja été réso-
lues). Si w?+aw+b = 0, alors on est ramené a une équation déja étudiée au paragraphe 3.3. Supposons
dorénavant que w? + aw + b # 0. Considérons I'endomorphisme suivant

¢ : KnlX] — Kn[X]
Q —Q"+Ruw+aQ +(w?+aw+b)Q
Léquation Q" + 2w + @)Q' + (0? + aw + b)Q = 0 s'écrit Q" + 2wa)Q’ = —(w? + aw + b)Q. Comme w? +

aw+b # 0, on anécessairement Q = 0 car sinon les deux membres auraient des degrés différents. Ainsi
¢ est injective donc bijective car IK,[X] est de dimension finie.

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 10.12. Cas d’un second membre polynéme-exponentielle (£ ??)

Soit (a, b,w) € K3 et Q € K[X]. Léquation & : y" + ay’ + by = P(t)e®! admet sur R une solution
particuliere de la forme ¢ — Q(#)e®! o1 Q € K[X].

X Résoudre sur R I'équation y” + 4y’ +5y = e"**sin x.

v Léquation caractéristique s’écrit z2 +4z+5 = 0 et admet pour racines —2 + i. Les solutions de &4
sont donc les fonctions de la forme x — (Acosx + psinx]e™>* ol (A, p) € R?.

v Passons sur C et recherchons une solution de &g : y" +4y' +5y = e\=2")%_On sait qu’il en existe
une solution particuliere de la forme f : x — P(x)e®” avec P € C[X] et w := -2+ i. On a, pour tout
nombre réel x,

VxeR, f'(x) = (P'(x) + oP(x))e®*, f"(x) = (P"(x) + 20wP’(x) + w*P(x))e®*
Ainsi
festsolutionde & < VxeR, P"(x) + 2o +4)P'(x) + (0 + 4w +5)P(x) = 1
— VxeR,P'(0)+2iP'(x) =1

On en déduit que degP =1 (en comparant les degré de chacun des membres). En posant P :=

ax+b,ontrouve a =+ = —seth quelconque?. La partie imaginaire de cette solution particuliere

3 =
xcos(x)e 2%

est une solution de I’équation initiale et vaut x — — 5

v Les solutions de & sur R sont les fonctions de la forme
xcos(x)e 2%

2

Le lecteur continuera avec le test (£ 10.8).

— —2x

+(Acosx+psinx)e ™ avec (A, p)eR?

2. C’était prévisible car x — e(=2+1 ¢ est une solution (a valeurs complexes) de I'équation homogene.
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5. Equations de récurrence linéaires d’ordre un

Considérons (a;) senN € KN et I’équation de récurrence linéaire suivante

VnelN, uy1—ayu, =0
n-1
On trouve par une récurrence facile que Vne IN*, u, = uy l_[ ak.
k=0

Considérons a présent (by,) nelN € KN et I’équation

La technique du facteur intégrant peut étre adaptée sous '’hypotheése Vn € IN, a, # 0. Léquation & est

alors équivalente a°

Un+1 anUn by,
VnelN, — =
aonn.an aon.-an aO-..an

c’est-a-dire, en posant p, := ap---a, pour tout n € IN,

u b u u b
oup== et YpeN*, 2L _ T _ 1
Po Po Pn Pn-1 Pn
d’ou, par télescopage :
u w "“u u nlp
D e R R,
Pn-1 Po =1\ Pk Pk-1 k=0 Pk

X Léquation de récurrence Vn € N, u,1 + u, = b, se résout en multipliant par (—1)"**1,
X Léquations de récurrence Vne N, u,1 = (n+1)u, + v, se résout en divisant par (n+ 1)\

Dans le cas général, on peut adapter cette méthode entre deux indices ng < mgy ou la suite a, ne
s’annule pas.

6. Equations de récurrence linéaires d’ordre deux a coefficients constants
Considérons (a,b) e K? et & : Vne N, up4o + ally4q + ciy = 0.
Considérons le IK-espace vectoriel E := KN et 'endomorphisme S défini par

S:E—E, (Un)neN — (Un+1)neN
D’apres la remarque initiale, . = Ker (S? — aS — bidg ) = Ker P(S) ou P := X* — aX - b € K[X].

X Supposons que &, admette deux racines o et f distinctes dans IK. Comme P = (X - a)(X —f3), on
déduit du lemme des noyaux que

1 = Ker P(S) = Ker (S — aidg) @ Ker (S — aidg) = Vect( ((x”)ndN) @Vect((ﬁ”)nem)

car Ker (S — pidg) est'ensemble des solutions de Vn € IN, u,.; — pu, = 0 pour tout scalaire p.

3. On retrouve exactement le méme résultat en adaptant la méthode de variation de la constante : rechercher uy, sous la forme A, p,;—1 pour n€ IN*.
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X Supposons que &, admette une racine double a dans IK. On ne peut plus appliquer le lemme des
noyaux. On remarque que

u::(un)nE]NEKer((S—(xidE)z) — S(u)—oaueKer(S —aidg)
> (Ups1 —OUp) nelN € Ker (S — aidg)
= y’—(xyEVect((a")ne]N)

— JuekK, VnelN, uyy —au, = pao”

Sia # 0, alors peut appliquer la méthode vue précédemment :

Unyl Un

O(n+1 ol

VneN, uy —au, = pa”* < vneN, -t
a

<~ VnelN, u, = uOO(”Jr1 +(n+1)E0(”+l
o

On en déduit donc que
Zn = veCt((an)nelN’ (n(xn)nE]N)

On vérifie facilement que ce résultat est encore valable si a est nul.

X FEtudions le cas oit K = R et &, admet deux racines complexes conjuguées non réelles pe*'® avec
(p,$) € R?. On peut démontrer facilement a partir des résultats précédents que

Sy = VeCtR( (pn COS("‘P))ne]N ’ (pn Sin(n(b))nE]N )

7. Au dela de l'ordre deux

Dans le cas ou1 I'équation caractéristique s’écrit

m
P(x)=0 ou PX) = H X —ap)M* avec les oy distincts
k=1

on applique le lemme des noyaux en utilisant que
Ker (D-Aidg)* = { £~ P(ne, Pe K, 1[XI} et Ker(S-Aide)* = {(P(A"), Pe Ky (X1}

ot1 E vaut respectivement €°(I, K) et KN,
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8. Enoncés des tests

10.1.® O
Quelles sont les solutions de y' = y' ?

10.2. ®9
Montrer que toute solution de y’ + a(t) y = 0 est soit est nulle, soit ne s’annule jamais.

10.3.® D

1
Résoudre y' + —y=1sur R} et y + e*y = e* sur R.
x

10.4.® O
Trouver des solutions polynomiales aux équations y' — y=t? et y' + ty = t> + t + 1.

10.5.® D
Résoudre le probléeme de Cauchy y' +y =t, y(0) =0.

10.6. ® O
Soit E : ¥’ + y = sin x. Trouver une solution particuliére y, de E. Résoudre E.

10.7. ® D
Résoudresur R y" —4y =0, y"+4y=0,y" -3y’ +2y=0et y" -2y +5y =0sur R.

10.8. ® O
Résoudre sur R les équations y”' —y' = te’ et y' +y' = te’.
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9. Solutions des tests

10.1.88 O

y est solution de y" = y' si et seulement si y'
est solution de z’ = z, si et seulement si il existe
ki € R telle que y' : t — kye', si et seulement si il
existe (k1, ko) € R? tel que y: t — kye’ + k.

10.2.88 O

Les solutions sont de la forme y = ke™ ol1 A
est une primitive de a. Si y n’est pas la fonction
nulle, k # 0 et y ne s’annule pas.

10.3.88 O

a. Sur RY,

y/x =0 sont donc les fonctions de la forme

d
& In(x). Les solutions de y' +
X

k
x——, keR
X

Appliquons la méthode de la variation de
la constante. On sait que les solutions de
¥y + y/x =1 sur R} sont les fonctions de la
forme y: x — k(x)/x avec k: R} — R déri-
vable vérifiant, Vx > 0,

k'(x) _
=

1

ie k'(x) = x. On en déduit que les solutions
sont les fonctions de la forme

y: R — R
x212+k
X

, keR

X —

b. Sur R,

e*y =0 sont donc les fonctions de la forme

e*dx = e”*. Les solutions de y' +

x—ke ¢, keR

Appliquons la méthode de la variation de
la constante. On sait que les solutions de
y' + e*y = e* sur R sont les fonctions de la
forme y: x — k(x)e™®¢ avec k: R — R déri-
vable vérifiant, Vx € R,

K(x)e ® =e*

LLG ¥ HX6

ie k'(x) = e*e® . On en déduit que les solu-
tions sont les fonctions de la forme

y: R — R

X
X — 1+ke ¢

, keR

Commentaire

On pouvait aussi remarquer que 1 est une
solution évidente.

10.4.88 O

a. Si y'— y = t? admet une solution polyno-
miale P, celle-ci est nécessairement de de-
gré deux:

I _ 2
P)-P) = \t/

de degré deg(P) de degré deux

Soit (a,b,c) € R3 et Yo:t— at®>+ bt +c; Yo
est solution de I’équation si et seulement si

VieR, —at’+QRa-b)t+b—c=1t

Deux fonctions polynomiales sont égales si
et seulement sileurs coefficients sont égaux,
ainsi yy est solution si et seulement si—a =1,
2a—-b=0etb—-c=0,iea=-1,b=c=-2.

b. Siy'+ty = t?>+t+1admet une solution poly-
nomiale, celle-ci est nécessairement de de-
gré un:

P()+tP() = f+t+1
N— —— —_——
de degré deg(P) +1 de degré deux

Soit (a,b) e R® et yo: t — at + b; y, est solu-
tion de I’équation si et seulement si

VieR, at?+bt+a=1>+1r+1

Deux fonctions polynomiales sont égales si
et seulement sileurs coefficients sont égaux,
ainsi yy est solution si et seulement si a = 1
etb=1.
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10.5.88 O

Le second membre étant de la forme
exponentielle-polynéme, on recherche une so-
lution particuliere de I’équation sous la forme
P(f) = at +P. La fonction P est solution si et
seulement si Vt € R,at +p + a = ¢, soit, apres
identification des coefficients, ax =1 et o+ = 0.
Ainsi t — P(t) = t —1 est solution. La solution
générale de I'équation est donc r— r—1+Ae" ",
La condition initiale y(0) = 0 est donc équiva-
lente a A = 1. La solution recherchée est donc
r—t—1+e "

10.6.88 O

Le second membre est du type polyndéme-sinus,
on passe sur C et on recherche une solution par-
ticuliere de I'’équation y' + y = €'~ de la forme
x € R — ae'*. Onaboutita a = (1-i)/2. Puisque,
pour tout x € R,

1-i ;, 1 . 1
Im|——e""| = =—sin(x) — — cos(x)
2 2 2

les solutions de (E) sont les fonctions de la
forme

1 1
xeR~ Esin(x) - Ecos(x) +Ae ¥ AeR

10.7.88 O

a. Onrépond sans passer par I’équation carac-
téristique, les solutions de y” —4y = 0 sont
les fonctions de la forme

t— acosh(21) + bsinh(21), (a,b) € R?
ou encore de la forme
t—ae’’ +pe !, (a,p) € R?

b. On répond sans passer par I’équation carac-
térisitique, les solutions de y” + 4y = 0 sont
les fonctions de la forme

f— acos(2t) + bsin(21), (a,b) € R?

c. Léquation caractéristique r>—3r+2 = 0 ad-
met 1 et 2 pour racines, les solutions de
y" —=3y"+2y = 0 sont donc les fonctions de
la forme

t—ae’ +pe*’, (a,p) € R?

LLG ¥ HX6
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d. Léquation caractéristique r*>—2r +5 = 0 ad-
met 1+2i pour racines, les solutions de y"’ —
2y"+5y = 0 sont donc les fonctions de la
forme

t— (acos(2t) +Psin2t) €', (a,p) € R?

10.8.88 O

a. Léquation y” — y' = re’ admet une solution
particuliere de la forme y, : t — P(f)e’ avec
P polynomiale; yy est solution si et seule-
ment si, pour tout € R,

(P"(0)+2P () +P(1) — (P'(1) +P(1)) €' = te'

ieVteR,P"(t)+P'(t) = t; ceciimpose que P
soit de degré deux : il existe (a, b, c) € R3 tel
que Vt € R, P(t) = at® + bt + c. La fonction
Yo est solution si et seulement si

VteR, 2at+2a+b)=t

ie2a=1et2a+b=0,iea=1/2et b =
—1. Les solutions de I'’équation sont donc les
fonctions de la forme

2
tH(E—t)et+aet+b, (a,b) € R?

b. Léquation y” + y' = te! admet une solution
particuliere de la forme y, : t — P(f)e’ avec
P polynomiale; y, est solution si et seule-
ment si, pour tout ¢t € R,

(P"(1) +2P" (1) + P(1) + (P'(1) + P(1))) € = €’

ieVte R, P"(¢) +3P'(t) + 2P(¢) = t; ceci im-
pose que P soit de degré un : il existe (a, b) €
R3 tel que Vt € R, P(f) = at + b. La fonction
Yo est solution si et seulement si

VteR, 2at+@Ba+2b)=t

ie2a=1et3a+2b=0,iea=1/2et b =
—3/4. Les solutions de I'’équation sont donc
les fonctions de la forme

(t 3
t—|=—=
2 4

el +ae '+b, (a,b)eR>?
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