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Lobjectif de ce chapitre est de construire l'intégrale des continues par morceaux et
d’exposer les techniques usuelles de calcul intégral (intégration par parties, chan-
gement de variable).
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a calculer des aires et des volumes (cf. Archimede et les valeurs approchées de ). Newton,

Leibniz et Johann Bernoulli découvrirent simultanément le lien entre le calcul intégral et le
calcul différentiel (c’est 'objet de 'important théoreme fondamental du calcul intégral) : les primi-
tives d'une fonction f continue permettent de calculer les intégrales de f. Tout se résume donc a
inverser les tables usuelles de dérivation. Le signe somme [ est une invention de Leibniz (1686) et le
terme intégrale est dii a Johann Bernoulli (1690).

L ES origines du calcul intégral remontent a I’antiquité, ot de nombreux savants ont recherché

Les techniques usuelles de calcul intégral (intégration par parties, changement de variable) furent
rapidement forgées et largement exploitées par les successeurs de Leibniz comme Euler ou Lagrange.
Cependant, de nombreuses intégrales résisterent a I'ingéniosité des mathématiciens, parmi lesgelles

I
x VA -2)(1 - k2x?)

Liouville prouva en 1835 que ces intégrales ne peuvent étre calculées a ’aide des fonctions usuelles,
plus précisément, elle ne peuvent étre exprimées par la composition d’'un nombre fini de fonctions
usuelles'. De nouvelles méthodes sont alors apparues telles que l'utilisation des développements
en série, les méthodes d’intégration approchée ou encore I'utilisation des développements asymp-
totiques. Cauchy publie une construction de I'intégrale en 1823 dans son Résumé des lecons données
a I’Ecole Polytechnique sur le calcul infinitésimal. Il s’agit 1a de la premiere définition rigoureuse de
I'intégrale. Toutefois, Cauchy utilise implicitement qu'une fonction continue sur un segment [a, b] y
est uniformément continue.

Il faudra attendre Heine pour expliciter la notion d'uniforme
continuité et apporter une preuve du résultat précédent, vers
1870.

Bernhard Riemann, dans un mémoire sur les séries trigonomé-
triques, définit en 1854 l'intégrale pour des fonctions plus géné-
rales que celles alors étudiées. Cette nouvelle notion d’intégrale
fut améliorée par Darboux et Du Bois-Reymond.

On doit a Henri Lebesgue en 1902 et a Kurzweil en 1957 des théo-
ries de I'intégration plus générales et plus performantes : un dé-
faut majeur de l'intégrale de Riemann est sa pénible généralisa-
tion a des fonctions de plusieurs variables. L'intégrale de Lebesgue
Riemann allege considérablementla tache et, de plus, simplifie grandement
les théoremes d’intervertion des symboles X et /.

D’une maniere générale, une théorie de 'intégration est construite sur le principe suivant :

[Un ensemble E de fonctions élémentaires que I'on sait intéger algébn'quement}

. Un procédé d’approximation des fonctions de E par cellesde E |

Définition de I'intégrale sur E par un passage  la limite

1. ie les fonctions polynomiales, les exponentielles, les logarithmes, les fonctions trigonométriques directes et réciproques.
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Soit a < b et f: [a,b] — R une fonction conti-
nue. D’'un point de vue heuristique, I'intégrale

b
f f(odt

est 'aire algébrique de la surface délimité par le b
graphe de f et ’axe des abscisses sur le segment .
(a, D). a

La construction choisie dans ce cours est celle
de Cauchy, elle repose sur I'approximation uni-
forme sur un segment d'une fonction continue
par morceaux par des fonctions en escalier.

1. Intégrale des fonctions continues sur un segment

Lidée est de construire algébriquement I'intégrale de &([a, b], R) puis la prolonger a 6°([a, b), R) en
exploitant I'approximation uniforme des fonctions continues par des éléments de &'([a, b], R) pour la
norme infinie.

1.1. Construction de l'intégrale sur &([a, D], R)

Lintérét de ce type de fonctions est d’avoir une intégrale facile a définir sans recourir au moindre
passage a la limite.

A
o b Considérons la fonction f en escalier sur [0, 1] de la figure ci-contre.
Pour la subdivision (ay, a;, az, a3) indiquée, on va poser
[ . 1
f f= (a1 —ap) vy +(az —a) v + (az — ax) vz
Vp ——o 0 e e
Vg fmmmmmmm - _ Aire du premier rectangle, etc.

=0 @ a2 az=1 Lintégrale est une somme finie et ses propiétés relevent de 1’algebre.

Définition 9.0. Intégrale d’'une fonction en escalier

Soit a et b deux réels tels que a< b, f € &([a,b],R) et 0 = (ay, ..., a,) une subdivision adaptée a f.

b n-1
On pose f f= Z (ar+1 — ax) Vx ou vi estlavaleur de f sur]ayg, ax—1(
a k=0

En particulier, pour toute fonction constante égale a C sur [a, b], on a [ f f=Cb-a).

Proposition 9.1. Propriétés algébriques

Soit (f, g) € &(la, bl K)* et A € KK.
= Linéarité de I'intégrale : f: (f+Ag) = f:f+7\ff g.
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= Relation de Chasles : pour tout c € [a, b], fff: f;f+fcbf.

Dans le cadre des fonctions en escalier, la positivité de I'intégrale est immédiate (cf. la définition 1.1 a
la page 3).

Proposition 9.2. Intégrale et relation d’ordre

Soit (f, g) € &(la, bl, R)’.

a) Sif}O,alorsfff}O; b) Sif<g, alOfo:f<ffg;
o onaf?f| < J2if; d Onalf!f| < b=l fle
1.2. Prolongement a ¢°([a,b],R)
Lexistence d'une suite (f;;),>0 d’éléments de & ([a, b],IR)]N
convergeant vers une fonction continue initialement donnée
Fla f :la,b] — R va nous permettre de définir 'intégrale de celle-
ag) |---—----

ci comme limite de la suite des intégrales suivantes :

b
a QA Aj+1 b a
Définition 9.3. Définition de I'intégrale
. . N cvu
Soit f : [a, b] — R continue et (f;)n>0 € &([a, b, R) " telle que f;, — f.
= La suite ( 1) : fn) - converge et sa limite est indépendante de (f;,) ,>o0.
n>

= Onposefff = limfffn.

fff sia<bh
= Pour f:1— R continue et tout (a, b) € I, on pose fff =<0 sia=b
— [, f sib<a

Notation 9.4. (les différentes notations de I'intégrale)

b b
f f f f(Hdt, ouencore f f
a a [Cl,b]

Latroisieme notation est réservée au cas ol a < b. Dans la deuxiéme notation, ¢ estla variable d’in-
tégration (c’est une variable muette, utilisée nulle part ailleurs) : cette notation est indispensable
dans le cas ot des parametres apparaissent dans I’expression f afin de les distinguer de la variable
d’intégration. La fonction intégrée f est appelée 'intégrande. Cette deuxieme notation fait appa-

On peut noter
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raitre une forme différentielle (w := f(#)df) : c’est une notation qui vient d'une théorie plus générale
de I'intégration ('intégration des formes différentielles).

Les propriétés algébriques de l'intégrale sur &([a,b],R) s'étendent a 6°([a, b], R) par passage a la
limite via la définition ci-dessus.

Proposition 9.5. Propriétés algébriques
Soit A € R, f, g continues sur I et a valeurs dans R. Pour tout (a, b) € 2
= Linéarité de I'intégrale : ff (f+Ag) = f:f + )\ff g.
=> Relation de Chasles : pour tout c€1, f:f = [ f+ fcbf.

Les propriétés liés a la relation d’ordre se transmettent également aux fonctions continues avec
quelques précisions utiles.

Proposition 9.6. Positivité de 'intégrale et conséquences

Soit a < b, f et g continues sur [a, b] et a valeurs dans R.

a. Positivité de l'intégrale : si f >0, alors [ f f=0.

b. Croissance: si f > g, alors [’ f> [’g.

c. Précisiondua) :si f > 0 et 3t € [a, b] tel que f (1) >0, alors fff > 0.

d. Précision dub) : si f > g et s'il existe 1 € [a, b] tel que f (1) > g(t), fff > ff g.
e. Si f:[a,b] — R est positive, alors f:f =0 < f=0.

J2 f| < L.

f. Inégalité triangulaire :

Supposons f > 0 et f(ty) > 0. Par continuité de f

en ty, il existe a > 0 tel que Flto) t
Vteltp—a, to+al, f(1) > f(ztO) f(t)
2
Ainsi 5
b fh+a fh+a f(t-o) 7
f £ f £ = of ()
a fh—a fh—Q 2

Proposition 9.7. Inégalité de la moyenne

Soit a, b, m,M des nombres réels tels que a < b et f € ¢°([a, b], R).

a) Sim< f<M,alors (b-aym < [°f < (b—aM;  b)

S f| < -l

Ces résultats sont des versions intégrales de I'inégalité des accroissements finis. Leur interprétation
géométrique est connue sous le nom de méthode des rectangles :
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Comme m < f(t) <Mpour t€[a,b],ona

< /<

est encadré par les aires des et

rectangles.

B
I” Bz |
bl /|

Proposition 9.8. Inégalité de Cauchy-Schwarz (7 9.1)

Soit a < b, f et g continues sur [a, b] et a valeurs dans R.

a. Inégalité de Cauchy-Schwarz: | [, fg| <\/ [P f2\/ [ g%

b. Linégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si et seulement si (f, g) est liée.

Cette démonstration sera généralisée au cadre des produits scalaires dans le cours ALG 14.

o . e e e 1 )2 1.2) (1 e2) _ L g2
X Soit f:[0,1] — R continue. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (fo f) < (fo 1 ) (fo f ) = [y f°

X Le lecteur abordera avec profit le test (£9.2).

2. Extension aux fonctions continues par morceaux et a valeurs complexes

Il est possible d’étendre la définition de l'intégrale a une classe de fonction plus large que € (la, b, R):
I’ensemble des fonctions continues par morceaux.

Définition 9.9. Fonctions continues par morceaux sur un segment

Soit a et b deux réels tels que a < b.

= Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceaux s’il existe une subdivision o =
(ao,...,ay) de [a, b] telle que

Vie[0,n-11, flia;a;,,1 €stcontinue et admet des limites réelles a droite en a; et a gauche en a;1;

aij+1
=> Une telle subdivision est dite adaptée a la fonction continue par morceaux f.

= On note Cﬁgm([a, b], R) I'ensemble des fonctions continues par morceaux.
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On adapte les démonstrations précédentes pour établir que toute fonction continue par morceaux
sur un segment [a, b] est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier puis définir I'intégrale
comme dans le cas des fonctions continues. On peut cependant procéder de facon plus élémentaire.

A

Définition 9.10. Intégrale de f € 6, ((a, b}, R)

On reprend les notations de la proposition précé-
dente. En notant f; le prolongement par continuité de
fsurla;,a;+1[pouri € [0,n—1], on pose

[r-EL 8

En particulier, si f~: [a,b] — R est continue est modifiée en un nombre fini de points de [a, b], la
nouvelle fonction f est continue par morceau et a la méme intégrale que f :

b b _
Jor=17
a a
Les propriétés algébriques de l'intégrale restent valables sur ‘Kl?m([a, b],R) ainsi que les propriétés

liées a la relation d’ordre a une exception prés. On remarquera que pour une fonction continue par
morceaux f :

>0 et fbfzo XX f=0

Mais on peut démontrer que si f est positive et d'intégrale nulle, alors I'ensemble des points ol elle
s’annule est fini.

Propriétés de I'intégrale des fonctions continues par morceaux

Les propositions 1.2, 1.2 (saufc, d et e; c et d sont vrai si on ajoute I'hypothese f et g sont continues
en fy), 1.2, 1.2 (sauf b) et 4 restent valables.

Voici une propriété qui étend la définition de I'intégrale.

Proposition 9.11. Intégrale et cvu sur un segment

Soit () n>0 € €, ([a b,R)et fe€ ([a b],R). Si fn f alorsf fn—— f f.

n—+oo

X Posons f,: t— 40 sur[0,1] et1, := fo fanpour ne N*. On a

t+n
u(t u u
Vnem*,vre[o,11,|fn(r)|=' Gl < loo - 4oy I falloo < [t
t+n n
. . CvU 1 _
Ainsi fn m fO 0=0etdonc I, oo 0
X Démontrons que I, := fol t" cos(me)dt - 0.
o0

L'argument de convergence uniforme ne s’applique pas ici car la suite de fonctions définie par
fn:t— t""cos(mt) ne converge pas uniformément sur [0, 1] (sa limite simple n’est pas continue sur
[0,1]). On a, pour tout n € IN et ¢ dans [0, 1],
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1 1
|t" cos(nr)| < ¢ d’ou |1, <f |t" cos(mr)dt| <f t"dt =
0 0 n+1

par inégalité triangulaire et croissance de 'intégrale. Ainsi I,, —— 0 par encadrement.
n—+oo

Il est possible d’étendre la définition de l'intégrale a des fonctions continues par morceaux a valeurs
dans C. La construction donnée précédemment est en fait valable pour des fonctions a valeurs dans C
(définition pour des fonctions en escalier, extension par convergence uniforme a des fonctions conti-
nues). On peut cependant définir plus simplement I'intégrale de f : [a, b] — C continue par morceaux.

Définition 9.12. Extension aux fonctions continues par morceaux a valeurs complexes

fabf::fabRef+if:Imf

b b b b
Autrement dit Re f f= f Ref et Im f f= f Im f.
a a a a

Pour f € €),,([a, b],C), on pose

Cette définition est fondée car f est continue par morceaux si et seulement si Re f et Im f le sont. Les
propriétés algébriques (linéarité, Chasles) restent vraies et se démontrent sans peine a partir de la
définition ci-dessus. Des propriétés liées a la relation d’ordre, il ne reste dans ce cadre que l'inégalité

triangulaire :
b
| s
a

Avec les notations précédentes, écrivons |, f f =pe®avecpeR, et e R. Posons g := fe . Ona

fabf =p=LbReg$Lblgi=Lb|f|

(%)
ol (%) découle de la croissance de I'intégrale des fonctions continues par morceaux a valeurs réelles
(onaReg < |g]).

b b
f f’ < f |f] etson corollaire <b-alflle
a a

alors ffg = p donc

3. Techniques de calcul intégral

Apres les aspects théoriques liés a la définition de l'intégrale, nous allons aborder la question plus
pratique du calcul effectif. Le résultat clé de cette section est connu sous le nom de théoreme fonda-
mental du calcul intégral, dont la premiére démonstration remonte a Newton, et qui met en évidence
un lien entre l'intégration et la dérivation via la notion de primitive.

3.1. Primitives d'une fonction sur un intervalle

Dans toute cette section, IK désignera I'un des corps R ou C.
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Définition 9.13. Primitives d’une fonction

SoitI un vraiintervallede Ret f:1— K.
=> On appelle primitive de f sur I toute fonction F:1— K dérivable telle que F' = f.

= On écrira [ f(x)dx = F(x) pour signifier que F est une primitive de f.

Proposition 9.14. Primitives

Soit un vrai intervalle I de R et F une primitive de f: I — K.
a. Les primitives de f sur [ sont exactement les fonctions F + k, ou k est une constante réelle.

b. Pour tout (yy, f) € K x 1, il existe une unique primitive F de f vérifiant F(#y) = yo

Sur un intervalle ou les expressions sont définies :

Deux primitives utiles

x2+a2 a x2—a? 2a

Formules générales (£9.3)
fu(x)u b. f =In|ul; c.fu’(f’ou) = fou.

—— Fonctions circulaires (79.4)

dx 1 b dx 1 xX—a
a.f—:—arctan—poura;éo; b.f—:—ln—poura#O;
a xX+a

a. fcos:sin; b.fsin:—cos; c.ftan:—lnlcosl; d.fcotan:lnlsinl;

1

1
e. f—z = tan; f. | — = —cotan.
cos sin

——— Logarithmes & exponentielles

a+1 dx ax
a.fxo‘dx:x ,aeR\{-1}; b.f—:lnlxl; c.fe"‘xdx:e—,ae(D*;
a+1 X o

d. fln(x)dx =xlnx—x; e. fcosh =sinhx; e. fsinh = cosh; f. ftanh = Incosh;

1 1
8. fcoth = In|sinh]|; h.f 5 = tanh; i. f 5 = —coth.
cosh sinh
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X Il faut savoir calculer des primitives des fractions du type

ux+v

———— oua#0et (a,b,c,u,v)e R
ax“+bx+c

F(x) :=,

Notons P:= uX+v,Q := aX? + bX + c et A le discriminant de P.

v Casoi1 A > 0. On décompose la fraction en éléments simples. Il existe (A, p) € R? tel que, sur son
ensemble de définition :
ux+v A

5 = + B ou «a et  sont les racines (réelles) de P
axc+bx+c x-a x-f

d’oufF(x)dx = Aln|x —af + puIn|x —B|.

v Casou A = 0. Il existe a € R tel que, sur son ensemble de définition :

ux+v  ux+v _ ulx-n+v+ru u N v+ru

ax’+bx+c alx—r)? a(x—r)? alx—r) a(x—r)?
. u v+ru
d’oufF(x)dx =—Inlx-rl-—
a a(x—r)

v Cas ou A < 0. On met le trindbme sous forme canonique. Sur son ensemble de définition :

Ux+v Ux+v 532(x—0) ud + v

ax’+bx+c a(x-02+1m?)  a(x-02+1?) " a((x-0)2+n?)

0+ -0
d’ol1 fF(x)dx = lln((x—ﬂ)z +1%) + W U arctan >
2a an n

Ces transformations permettent de se ramener a des primitives usuelles.

X Dans le cas plus général de f := %, on commence par effectuer la division euclidienne de Q par P :
Q=PQ;+uX+vonaalors f=Q; + %“’ (on est ramené au point précédent).

Fractions rationnelles a pdles simples (7 9.5)

Dansle cas d'une fraction rationnelle % avec Q aracines simples, on effectue la division euclidienne
Ry

de P par Q (P =QQ; + R;) puis on décompose en éléments simples 3

3.2. Théoreme fondamental du calcul intégral

Soit une fonction continue f:1— R et a€l. On définitF: x— [ f.
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On al'intuition que F est une primitive de f surI.
L'expression /@\
Xo+h
F(xo + ) — F(xo) :f f(ndt \\\
X0

vaut approximativement 'aire d'un rectangle : y=f(x) o)
X0
F(xo + h) —F(x0) = hf(xo)

On conjecture que |
F(xo + h) — F(xo)
h h—0 f(x0) h h

La premiere formule de la moyenne va nous permettre de formaliser cette intuition.

Lemme 9.15. Premiére formule de la moyenne

Soita< bet f:[a, b] — R une continue. Il existe c € [a, b] tel que f:f = (b—-a)f(c).

Ce résultat est une « version intégrale » du théoreme des accroissements finis. Il reste valable si a > b
par la définition de I'intégrale selon des bornes décroissantes.
Théoréme 9.16. fondamental du calcul intégral

Soit I un intervalle d’intérieur non vide, a€l et f: I — R continue. U'application
F:1—R
X
X — f fde
a
est 'unique primitive de f s’annulant en a.

= Autrement dit, F(a) = 0, F est dérivable sur I et, pout tout x dans I, F'(x) = f(x).

= En particulier, toute fonction continue sur un intervalle y admet des primitives.

En travaillant avec les parties réelle et imaginaire, on prouve facilement que le 3.2 reste vrai pour des
fonctions a valeurs dans C.
Une condition suffisante mais nullement nécessaire d’existence d’une primitive

La continuité n’est pas une condition nécessaire d’existence d’'une primitive. En effet, nous savons
qu'il existe des fonctions F dérivables telles que F’ ne soit pas continue (cf. le chapitre AN 5).

On déduit du théoréme fondamental le lien entre intégrales et primitives.

Proposition 9.17. Primitives et calcul intégral ( 7 9.6

Soit (a, b) € R? tels que a < b, f : [a, b] — K continue et F une primitive. On a alors

LLG € HX6 11
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b
fa f®dr = [F(®)]? oul'onanoté classiquement [F(z)]” := F(b) - F(a)

b
En particulier, pour toute fonction f : [a, b] — K de classe €1, on af f’(t)dt = f(b) - f(a).
a

1
X
X Calculons par exemple J; := f _
P pe21 0 x2—x+1
On applique la méthode de primitivation vue précédemment d'une fraction rationnelle :
X 1 2x-1 1 1 1 2x-1 1 1

X—-x+1 2x°-x+1 2x°-x+1 2x*>-x+1 2(x_%)2+%

d’oti, par imparité de 'arctangente :

J 1ln(x2 x+1)+1 2 arctan( 2 (x 1))]1 2 arctan( ! ) il
1= |= — — X — e — — — = — —_ = —
2 2 V3 v3l  2)]ly V3 V3] 3V3

X Le passage sur C peut rendre les mémes services que dans le cas des sommes lorsque f est plus
simple a primitiver que Re f ou Im f.

Considérons par exemple J, := fon e*cos(x)dx. On a

n . I ) b . e(1+i)x T
]:f Re(exe”“)dx:Re(f exezxdx) :Re(f e(1+l)xdx) — Re :
0 0 0 1+1 g
el+im _ 1 —e"—1 . 1 . 1—i e 41
= Re|—— | =Re — | =—(e"+1)Re|——| = —(e" +1)Re = -
1+1 1+ 1+1 2 2

Intégrales fonctions de leurs bornes (/9.7

SoitIet] deuxvraisintervallesde R, f :1— C continue, u:J] — I et v:] — I deux fonctions dérivable.
Alors la fonction définie sur J par

v(x)

g:x— f(0)dt estdérivablesurJet, Vxe], g'(x) = v'(x) f(v(x)) — v/ (x) f(ux)

u(x)

2

X t
X Considérons la fonction ¢ définie par ¢(x) := f n7 sur |1, +ool.
X

v Comme f : t— (Inf)~! définie sur ]1,+ool est continue et les fonctions x — x et x — x? sont
dérivables sur |1, +oo[ et a valeurs dans |1, +oo[. En notant F une primitive de f sur |1, +ool, on a

doncVx>1, ¢px) = F(x*) —F(x).
v Lafonction ¢ est donc dérivable en tant que combinaison linéaire de fonctions dérivables (x —
F (xz) étant dérivable en tant que composée de fonctions dérivables) et

Vx> 1, ¢'(x) = 2xF (x%) - F(x) = 2xf (x*) - f(x) = );n—_xl

X Le lecteur poursuivra par le test (£ 9.8).
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3.3. Laformule d’intégration par parties
La formule suivante est la version intégrale de la formule de dérivation d'un produit de fonctions.

Proposition 9.18. Intégration par parties (9.9 )

Soit u et v deux fonctions définies sur un segment [a, b] a valeurs dans KK de classe %'. On a alors

b b
f W (Ov(0dt = [u® )]’ —f u()v' (1)ds
a a

X Une intégration par parties permet de calculer une intégrale dans le cas ou aucune primitive simple
ne saute aux yeux. Le principe est de se débarrasser d'une fonction en la dérivant. C’est trés utile
dans le cas de l'arctangente et du logarithme dont les dérivées sont des fractions rationnelles
simples. Par exemple, pour x > 0,

X X
f (In)dr = [tlnt])f—f dr = xInx—x+1
1 1

en appliquant la formule aux fonctions ¢ — ¢ et t — Int de classe €!. On déduit du théoréme
fondamental que x — xIn x — x est une primitive de In sur R}.

X Cette formule admet une version itérée pour des fonctions de classe supérieure a un. Par exemple,
pour u et v de classe € :

b b b b b
j u'v = [u'v]a—f u'v' = [u'v—uv’]a+f uv”
a a a

Par exemple, on obtient

e e 4 3
X 2e 1
—f de =L 4=
1 1 12x2 9 9

bl
On peut aussi en déduire ce calcul « magique» de ] := f e* cos(x)dx :
0

3 x4

e X
I:f x*In(x)dx = [—lnx——
1 3

1+e™
2

X Lintégration par parties permet d’obtenir des relations de récurrence de certaines suites d’inté-
grales, par exemple celles de Wallis, W, := OH/Z sin”(#)dt pour n € IN. Fixons n > 2. On déduit de la

formule d’intégration par parties pour les fonctions ¢ — sint et ¢ — (sin )" ! de classe €’ :

T T
] = f e*cos(x)dx = [excosx+exsinx]g—f e*cos(x)dx dou] = —
0 0

W, = [~(cos?)(sin r)”‘l]og +(n- 1)f2 (cos )*(sin )" 2dt = (n— 1)[2 (1-sin®t)(sin )" 2d¢
0 0
= (-1 (Wy—2-W,)
On en déduit que nW,, = (n —1)W,,_,. Ainsi

2n—1 2n—-12n-3 2n-1)2n—-3)x---x1 2n)! n
Wap = 2n-2 = 2n—4 =0 = 0= 55
2n on 2n-2 Cn@2n—2)x---x2 (27m)? 2
W2 . 2n 2n-2 L _emen-xox2 (27n1)?
L 1 M T onr12n—1 T T T 2n+n@n-Dx---x3 ' @2n+1)!

X Le lecteur pourra continuer avec le test (i 9.10 )
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3.4. Laformule du changement de variable
La formule suivante est la version intégrale de la formule de dérivation d'une composée de fonctions.

Proposition 9.19. Formule du changement de variable (£9.11)

Pour ¢ de classe ¢! sur I (vrai intervalle de R), f continue sur ¢(I) a valeurs dans I, et (a, b) € I?,

&(b) b
f i = f £ (6(0) ¢ (d

b(a)

X Lidée est donc d’écrire la variable x sous la forme x = ¢ () avec ¢ de classe €'}, c’est pour cette rai-
son que 'on dit effectuer le changement de variable x = ¢(#) avec t € I. Par le théoreme précédent,
on obtient une nouvelle intégrale, dont les bornes ont en général changé, et ot I'on a remplacé
f)dx par f(p()d'(1)dt, soit f(x) par f(p(2)) et dx par ¢’ (1)dt. En pratique, on rédige de la fagon
suivante :

4 dx
v Calculons]; := f par le changement de variable x = 12 pour £ € [0,2].
0 Vx+1
, o 2 . 1 1 1 R
L'application ¢ — ¢~ est bien de classe ¢ et = —— et dx = 2tdrd’ou
Vx+1l  t+1
dx 2t 2 2t Zr+1-1
= ——dr et lef —dt:Zf dr =2[t-In(t+1)]; = 4-2In3
ﬁ +1 t+1 o t+1 0 r+1
. dx 2t : o el
On peut donner un sens a = ——dt au sein de la théorie des formes différentielles.
Vx+1  t+1

Bien qu’elle ne soit pas au programme des classes préparatoires, nous prendrons I’habitude de
rédiger ainsi les changements de variables.

2

v Calculons], := f

1
D21 dr en posant t = — (changement de variable de classe €!).
1 u

Do

Int dr Inl du  Inu
—,ona =- — =
u? ?+1 1+ u? u?+1

Comme dt = — du d’ ot

2 1
], = f ’ %du = —J, par la formule du changement de variable, d’ou J, = 0
2

v Un changement de variable a pour objectif de faire « apparaitre » des primitives usuelles.
Considérons par exemple J3 := f02 V4 - r2de.

Afin de simplifier la racine qui « géne » le calcul de primitive, on pose ¢ = 2sin6 pour 6 € [0,Z],
expression de classe %!. La nouvelle différentielle vaut dt = 2cos0d6 d’oi1

J3 = fE4COSZGd9 = 2fz(l+c0526)d6 =T
0 0

LLG € HX6 14
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v On peut également appliquer la formule du changement de variable « en sens inverse » : on
n’écrit pas x comme fonction de ¢ mais on pose t comme fonction de x.
pid

+ Calculons ]y := f !
0 COSX

en posant u = sinx pour x € [0, 2] (de classe €').

Il faut ici retrouver la fonction f a laquelle on va appliquer le théoréeme du changement de
variable. Pour cela, on calcule la forme différentielle

dx 3 (cosx)dx 3 (cosx)dx a du
cosx  (cosx)?2 1-(sinx)2 1-u?

1 1
. v du L l-ulve 1 \/_ 2+1
AinsiJs = —— = |[—=In = —
o 1—u? 2 1+ul, 2 \/_ 1
L
On applique en fait le changement de variable a I'intégrale T
0 —u

11442 1
+ Calculons Js := ﬁ " t4dt par u = t—; (de classe €'). Onadu = 1J;2t2 dt, u? = ttjl —2et
3
1+ ¢ . > 1+t*  du
1+t4  tA+1 2 U422
0 3
Ainsi]J, = 3 u2+2 —arctan—]_3 = arctanﬁ.

v Le lecteur s’entrainera en résolvant le test ( £9.12 )

Les symétries de parité, imparité et T-périodicité peuvent se démontrer au moyen des changements
de variable naturels dans ce contexte : u = —-xetu=x+T.

Proposition 9.20. Symétries et intégrales

Soit f: R — K continue. Pour tout a € R, on a f 2 f [, si f est paire,

a

T a+T
f =0 si f estimpaire et f f= f f si f est T-périodique
0 a

—a

] T

0 a
f(t)dt:f f(ode
—-a 0

0 a T
x+T T
f f(t)dt:f f(Hde
X 0

0 a
f f(de = —f fode
—-a 0

X x+T 0 T
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Il ne faut pas perdre du temps en effectuant des calculs complexes la ou les symétries permettent de
conclure. Par exemple,
1
u
f T du=0
qur+1

car la fonction intégrée est impaire et I'intervalle d'intégration symétrique par rapport a 0.

4. Sommes de Riemann

Les sommes de Riemann sont les sommes d’aires de rectangles que nous avons utilisées pour définir
I'intégrale d'une fonction continue sur un segment :

=l p—a b-a\ b-azl b-a
Sa(f) =) - f(a+k - ): - Zf(a+k - )
k:0 H,_J k:0
= 0qg+1 — dg = f(ax)

Par la construction de I'intégrale que nous avons choisie, la justi-

fication de la propriété
b flag) |------;
Sul) —— [ f
a

n—+oo

découle directement de la définition.

Proposition 9.21. Convergence des sommes de Riemann (79.13)

Pour tout f: [a, b] — R continue, on a

Cette proposition connait de nombreuses variantes, comme par exemple :

b—
n

n _ b
a Zf(a+kb “)———»f Fodr
= n n—+oo J,

fla+ nb=a b
Ceci découle de 4 en remarquant que ( . - ) = J ) 0et [@

n n—+oo n n—+oo
Plus généralement, si on supprime k rectangles, ou k est indépendant de n, la somme converge en-
core vers l'intégrale de f sur [a, b] car les aires supprimées tendent vers 0 quand 7 tend vers +oo.

2n
X Démontrons que ) — In2. On remarque pour cela que
n—+oo
k=n+1
2n 1 n 1 12 1 14
T Z = Z k =1n2
k:n+1]C k:1k+n "k:11+; n—oo Jo t+1
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n
X On peut aussi obtenir des équivalents. Pour a € R, posons u;, := Z k*.Ona

k=0
u 1 & (k\® 1 1
(e
n ni-o\n n—+oo J 1+«
a+1
Comme cette limite est non nulle, on en déduit I'équivalent u; ~ wh
o

5. Formule de Taylor avec reste intégral

Proposition 9.22. Formule de Taylor avec reste intégral

Soit I vrai intervalle, f:1— R est de classe ¢ "1 sur1et xg € L. Pour tout x dans I

2 0 (x)

fx) =)

iz Kk

(x—x0)* + f % FUD (pde
X0 .

Cette formule est la premiere d’'une série de trois que nous établirons dans le chapitre dédié aux dé-
veloppements limités. L'expression intégrale est appelée reste intégral de f d’ordre n en x :
X ( _

n
R, (f, X0, X) :f uf(”“)(z‘)dlt

X0 n!

En cas d’oubli de cette formule et hésitation entre les expressions (x — )" f M), (x— )"+ f M (f), on
X

se souviendra que la formule s’écrit f(x) — f(xo) = f f"aurang n=0.
X0

X Pour tout réel x et n dans IN, on déduit de la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a
I'exponentielle en 0 al'ordre n que

X _t”l
=) e'dt

n k
X
X
= E —+
¢ k! n!
k=0 %+ 0 :

n .k
P . X
On en déduira prochainement que Z — ——e".
=0 k! n—+oco

X Pour f de classe €*°°, on pose

X
L(f): x-—»fo f(odt

On déduit du théoreme fondamental que L(f) est de classe €*° en tant que primitive de f sur R.
De plus, par linéarité de I'intégrale, L est un endomorphisme de (R, R). Pour tout n € IN* et f
de classe €, L"(f) est une primitive n-éme de f. On déduit de la formule de Taylor avec reste
intégral appliquée aL"(f) en 0 al'ordre n—1 que

_ l-)n—l

X
VnelN*, VxeR, L"(f)(x) :f ()E fode

0 n-1)!

car toutes les dérivées d’ordre inférieur a n —1 de L”(f) sont nulles en 0.
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6. Tests

9.1.®9

1 1
Soit f,g:[0,1] — R+ continues telles que fg > 1. Montrer quef f(t)dtf g(ndr > 1.
0 0

9.2.®9

1
Soit f € €((0,1], R) telle que f(0) = 0. Montrer que Yx € [0, 1], |f(x)| < f (f’(t))zdt.
0

9.3.®9
2x

Déterminer I'unique primitive sur R s’annulant en 1 de x — —(1 D)2 .
X

94.®D
Déterminer I'unique primitive sur | -7, 7 [ qui s’annule en 3 de la tangente.

95.®9

Calculer une primitive sur |1, +oo[ puis la centieme dérivée de f : x — (trivium d’Arnold).

9.6. ®9

3

. . L node
Déterminer un équivalent de u, = 5
2 1+t

9.7.®9
Etablir la dérivabilité puis calculer la dérivée de y : x — [, V1 +In? tdt.

9.8.®9
Soit f: R — IR continue. Etablir la dérivabilité puis calculer la dérivée de v : x — fol f(t+x)de.

99.®9
CalculerI := f; xarctan(x)dx.

9.10. ® 9O
Pour n€ N, on pose I, := fol "1 — tdt.

a. Trouver une relation de récurrence entre I,,_; et I,,.

b. Calculer I puis I, pour tout n € IN.

9.11. ®%9
CalculerI := f_ll arcsin?(x)dx.

9.12. ® O

LS
1 dx o
Calculer |, Tz enposant u =sinx.

9.13.®O
n
n

kzz"lk2+n2.

Etudier le comportement asymptotique de u,, :=
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7. Solutions

9.1.88 O

Il suffit d’appliquer l'inégalité de Cauchy-
Schwarza \/f et \/g.

9.2.88 9O
Soit x € [0,1]. On commence par remarquer que

F0 = F0—f0) = fo Flode

puis on applique l'inégalit¢é de Cauchy-
Schwarz :

|f(x)|<\/f0 dt WO (f'(0)*dt
N—— ~ ~
<1 ]
<[ oy
0
9.3.88 O

La fonction de la forme '/ u? avec u : x — 1+ x2.
Ainsi,

2x 1
f(1+xz)2dx__1+x2

On fixe la constante en imposant a la primitive
de s’annuleren 1:

1 1

X—=—

2 1+x2

9.4.28 O
Comme tan = —cos’ / cos,

ftan(x)dx = —In|cos(x)|

On fixe la constante en imposant a la primitive
de s’annuler en m/3:

x— —In|cos(x)| —In(2)

9.5.88 O
On décompose en éléments simples :
x2+1

— (v_1"L -1_ -1
—(x—l)(x+1)x (x-1D "+x+1 X

fx) =

LLG ¥ HX6

puis on dérive,

f(lOO) (x) — 100| ((x_ 1)—101 + (x+ 1)—101 _ x—lOl)

9.6.88 O

Ona u, = arctan n® —arctan n?. Orsi n > 0, n? et
n3 son strictement positifs d’ot1

3

g T 1
arctan n“ = — — arctan —
2 n

1

7
arctan n® = — —arctan —
2 n

Ainsi

1 1
Up = arctan — —arctan —
n n

pour n > 1. Comme arctan u ~ u, arctan # ~ #
et arctan# ~ # De plus, # =0 (#) donc
1

unN_
n2

9.7.88 O

La fonction ¢ — V' 1+In?t étant continue sur
R etles fonctions x — e* et x — e~ de classe
¢ sur R et avaleurs dans R, la fonction v est
dérivable sur R et, sur cet intervalle,

V(X)) = e*VI1itxi+e *VI1+x2
= 2cosh(x)V'1+ x?
9.8.88 O

Effectuons le changement de variable de classe
%! t = u— x. On obtient

x+1
W (x) :f f(ode

La fonction f étant continue sur R , v est déri-
vable sur R et sur cet intervalle,

V() =fx+1) - f(x)

19
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99.888 ©
Par une IPP immédiate :

_ [ x*arctan(x) ' fl x%dx
B 2 o 2Jo x2+1
n 1 nm mw 1
= 4= ——
8 2 8 4 2

9.10.88 O

a. Soit n € IN*. Intégrons par parties. ..

2 1
——(1—t)2t ]

+—f M-

:?nf 11— V1= dr
0

In_

_Zn(I 1)
- 3 n-1 n

2n I
2n+3 "!

Doul, =

Commentaire

Les intégrations par parties sont légitimes
car les fonctions en jeu sont toutes de
classe ¢!

b. Ona

IO:[—g(l—t)%]::g

Par une récurrence immédiate , on obtient
2n)---(2) I 2n)---(2) 2

2n+3)---(5) " (2n+3)---(5)3

n:

_2Mnl L anl(n+2)!
- eprall o @2n+4)!
2n*2(n+2)!

9.11.88 O

Posons x = sin(0) pour u € [-m/2,7/2], on a
alors dx = cos(0)dO et

1 n/2
f arcsin®(x)dx = 0% cos(0)do
-1 —-7/2
/2

=2 02 cos(0)do
0

LLG ¥ HX6
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NotonsIl'intégrale a calculer. Effectuons des in-
tégrations parties :

1=2[6%sin(0)]]?

n/2
—Zf 20sin(6)do
0
puis
/2
f 205in(0)d6 = [-20.cos(0)]]2
0

/2
+f 2cos(0)do
0
=2
2

n
Doul=—-4.
2

9.12.88 O

On remarque que

[ fz dx 3 f cos(x)dx
0 y2+tan’(x) Jo /2-sin?(x)
Effectuons le changement de variable bijectif de
[0,2] sur [0,1/v2] etde classe € u = sin(x). On
obtient

1 1
vz du V2

I = arcsm( )]
0 V2—u? v2/1o
. (1) m
= arcsin|—-| = —
2 §]
9.13.e8 ©

On reconnait une somme de Riemann (un peu
déguisée) pour la fonction continue sur [0,1]
définie par t — (1+ 2~

1 n
T n kzl 1+ (k/n)2

o dr
n—+oo Jo t2+1

T
et donc u, T

n—+oo

20
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