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MATHEMATIQUES, TRAVAUX DIRIGES
Jeudi 10 octobre 2024

" (2n =l 2n
1. Onpose U, = Z (-1 et V.= Z -1k Simplifier U, + iV, puis U, et V,,.
=\ 2k \2k+1
n-1
2. Soitne N* et (ay,...,a;) € C".Onnote V:i= ) |ak+ — axl.
k=1

a. Etablir que V(i, j) € [1,n]? , la;—ajl <V.

1 n
b. En déduire que Vke [1,n] , |ax—=) ag| <V.
n o=y

1 n
c. Démontrer que Yk e [1,n] , lagl <V+—=> lagl.
Ny

3. Soitne N* et z1, ..., 2, dans C. Démontrer que

n n
[Ta+z)-1| < [](1+]zkl) - 1.
k=1 k=1

4. On considere une suite (u,) v+ de réels sous-additive, c’est-a-dire telle que
V@i, ) € IN*)?, wivj < uj+uj (%)
a. Démontrer que, pour tout entier naturel » non nul :

n k n n
Y Y=y oY u
¢ =1 ¢ =1

k=1¢(=1 =

n
b. Etablirque Vne N* , nu,.; <2 Z ur. INDICATION : Appliquer judicieusement (*).

k=1
) U . .
c. En déduire que Vne IN*, u, < Z T INDICATION : Raisonner par récurrence forte sur n € IN*.
k=1
d. Trouver une suite sous-additive telle que Vne IN*, u, = T
k=1

n
- 1
. Etablirque Yne N*, Vn< ) —-

i=1Vk

]
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CORRIGE

1. Ona

U, +iV _i (- 1) i (—l)ki—z 2n 2k X_: j2k+1 ZZ” 2n ik
T &k k=0 2k 1 i=o\2k 2k+1 =\ k
=1+ = (v2) e'F
d'ott U, =Re(U, +iVy) = (v2)" cos 2 et V,, = Im(U, + iVy) = (v2)" sin 2

2. a. Soit (i, j) € [1, n]?. Linégalité est évidente si i = j, on peut supposer que i # j. Quitte 2 permuter i et
J ce qui ne change pas la valeur de |a; — a;]), on peut supposer que i < j. Comme

j-1

aj—a; = Yy (Ak+1 — ax)
k=i

o e . i1
Ainsi, par I'inégalité triangulaire : |a; —a;| < Z{C:i laxs1 —axl <V

b. Soit k € [1,n]. On a Vi € [1,n], |ax — a;| < V. En sommant pour i variant de 1 a n et par 'inégalité
triangulaire, on obtient :

n
nag—)_ a;
i=1

d’olt |ax — + X/, a¢| <V en divisant par n.

n n
Y (ak—ai)| < ) lax—ail < nV
i=1 i=1

c. Soit k € [1, n]. On a, par I'inégalité triangulaire :

n
ak——Zag+ Zd@ Zag
ne=1

3. La propriété est vraie au rang 1 car pour z € C,on a |1+ z—1|+1 =1+]z|. Soit n € IN*. Supposons la
propriété vraie au rang n. Soit zy, ..., z,4+1 dans C. On a

lag| = +

1
ak—;Zag

=1

1 n
SV+—Z|ag|
ny=1

n

n
lpn—1|+1< g, ot pu:=[]Q+z0) et gn:=[](1+]2l)
k=1 k=1

En multipliant cette inégalité par le réel positif |1 + z,+1| puis en appliquant I'inégalité triangulaire (g,
étant positif), on obtient :

|Pn =1 XL+ zZpeal + 11+ 2ps1] < Gn X 11+ Zpatl < G x (1+12n41l)
Par I'inégalité triangulaire, on a également :
|(Pn = DA+ 2pe1) + 1+ Zpat| < |pp— 1 X 11+ Zpaa |+ 1+ 21

Ainsi |pn(1 + Zn+1)| < gp % (1 + |zn+1|), d’otu 'inégalité au rang n + 1.

COMMENTAIRE On peut aussi appliquer la formule de développement par distributivité et I'inégalité

triangulaire :
n n
[Ta+z)-1]=| > [la|< XY [Tzl =[] (1+12kl) -
(= e | e
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4. a. Soit n € IN*. On a, apres interversion des sommes :
n k Uy Uy n n n
20 7T X =)=l 3)——( +1)27—Zu€
k=10=1 1sb<ksn =1 =1 =1

b. Soit n € IN*. On remarque que, pour tout k € [1, n], U+ < Uk + Uy d’oll en sommant cs inégalités
pour k variantdelan :

Rups1 <2 Z uj

c. Démontrons I'inégalité par récurrence forte sur n € ]N*.

> Linégalité est vraie au rang un (c’est en fait une égalité).
> Soit n € IN*. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n. On en déduit en sommant les inégalités
de k variantde 1 a n que

Ainsi, par les question 1. et 2.

dot (n+ 1 uye
VS Ups1+ Y] FF puis u,1 < X7 - Ainis 'inégalité est vraie au rang n + 1.

d. La suite des entiers naturels convient manifestement.

e. Il suffit d’établir que la suite (/n) 11 €st sous-additive. Ceci estimmédiat car, pour i et j dans IN*, on

(\fi+\/j) Vitj =2/ij>
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