Arithmétique dans 7

Les démonstrations ne sont pas vraiment la pour vous convaincre que quelque chose
est vrai — elles sont la pour vous montrer pourquoi c’est vrai.
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Portrait de Luca Pacioli, Jacopo de Barberi

7 ArithmétiqUue dansS 7 . ... ...ttt e ettt e e 1
| N ) 74 153 10 o K o B o) 0 ¥4 o 6 =) o Lo 1S 2
II  NOMDIES PremUIerS . . . oo ettt e ettt et ettt ieeeeeees 2
B 00 D16 0] s 4
IV PGCD et PPCM ...ttt e et e e et et ettt e 5
Vo PIODICIMES ..ottt e 6
VI INAICATIONS . . o e e ettt ettt et ettt e e ettt e e e e 10



2025-2026 Laurent Kaczmarek

I. Divisions et congruences

Q® Une divisibilité f

Montrer que, pour tout n € IN*, 16 divise 5" —4n — 1.

Q® Réciproque d’un résultat bien connu f

Soit (a, b) € N2. Montrer que si a? divise b?, alors a divise b.

Q® Calcul d’une valuation dyadique f

Démontrer que, pour tout entier naturel n, v,(52" — 1) = 2""+2,

B X PC-2019 ff

Soit m, d € N* et g € N avec g > 2.
1. Montrer que, si m divise d, alors g™ — 1 divise g% — 1.

2. Ftudier la réciproque.

B 0@ Puissances de a modulo b ff

Soitaet bdans N* telque anb=1.

1. Pour tout k € IN, on note r le reste de la division euclidienne de a* par b. Pourquoi I'application ¢ : k —
rr n'est-elle pas injective sur IN?

2. En déduire I'existence d'un entier naturel n» non nul tel que a” = 1[b].

II. Nombres premiers

B Q® Petit théoréme de Fermat f

Soit p un nombre premier et a € Z.

-1
1. Soit k € [1, p — 1]. Exprimer (Z) en fonction de (Z

) et en déduire que p divise (’]Z)

2. Montrer que, pour tout (a, b) € Z2, (a+ b)” = a” + b” [p].

3. En déduire le petit théoreme de Fermat : pour tout a € 7, a? = alp].
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4. Montrer que si p est un entier distinct de 2 et 5, alors il divise un des éléments de {1,11,111,1111,...}.

Q® Les carrés-cubes f

Soit n € IN. On suppose qu'il existe (x, y) € N? tels que n = x? et n = °.

Montrer qu'il existe z € N tel que n = z5.

a o® Une congruence remarquable ff

Soit p un nombre premier impair et 7 € N. Etablir que (1+ p)?" = 1+ p™*! [p"*2].

a 0@ Mersenne en plus général, X-PC 2010 ff

Soit (a, b, n) € [2, +oo[? tels que a” + b"* soit premier. Montrer que 7 est une puissance de 2.

10 [eX Nombres de diviseurs positifs fff

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on note d(n) le nombre de diviseurs positifs de 7.
1. On décompose n € IN\ {0,1} en produit de facteurs premiers n = pi“ ---pz’“. Exprimer d(n) a I'aide de
M1, Hi-

. En déduire que d est multiplicative, c’est-a-dire V(a,b) € (N*)* , anb=1 = d(ab) = d(@)d(b).

. Montrer que n est un carré d’entier si et seulement si d(n) est impair.

. Montrer que le produit de tous les diviseurs de n vaut v n4(™,

g & W N

. Montrer que le nombre de (a, b) € IN? tels que aVvb=nestégala d(nz).

0® Valuation p-adique fff

Soit p un entier premier. Pour tout x € Z, on note v,(x) I'exposant de p dans la décomposition de x en
produit de facteurs premiers. On considére n € IN*.

1. Soit m € IN*. Déterminer le nombre de multiples de m appartenant a [1, n]. On utilisera la partie entiere.

+0o0 n
2. En déduire que v, (n!) = Z {—J

k
k=1LP
3. Application 1 : montrer que 'écriture décimale de 1000! se termine par 249 zéros.
2n)!(2m)!
4. Application 2 : soit n et m dans IN, montrer que _@ni@m)
n'm!(n+ m)!
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III. Equations

12 XS Une équation diophantienne sans solution

En travaillant modulo 5, démontrer que 15x% — 7y? = 9 n'admet aucune solution dans Z2.

13 X Une équation de congruence

Résoudre I'équation 5x = 3[28] d’'inconnue x € Z.

14 KO Une équation a deux inconnues

On s’intéresse a I'équation (a A b)? + ab = 101 d’inconnue (a, b) € IN?.

Démontrer que, si (a, b) € IN? est solution, alors a A b = 1. En déduire les solutions.

15 KO Equation diophantienne d’ordre un a trois inconnues f

Résoudre dans 73 I'équation 5x —3y +8z = 1.

16 XS Deux systémes d’équations f

Résoudre les systemes

1 XAy=3 _ 2 x+y=100
“lxvy=135 “lxay=10
17 KX Une équationdu typeav x=>b f

Résoudre I'équation 28 v x = 140 d'inconnue x € IN.

18 Ko} Une équation classique ff

Lobjectif de I'exercice est de déterminer toutes les solutions (a, b) € (IN*)? de I'équation
(E) : a” = b*

On propose deux méthodes : la premiere fondée sur l’analyse et la seconde purement arithmétique.

1. Justifier que (E) admet une infinité de solutions.
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|
2. Onnote f: R} — R la fonction définie par Vx>0, f(x)= -,
X

a. Ftudier les variations et tracer le graphe de la fonction f.
b. En déduire toutes les solutions de (E).
3. Soit (a, b) € (IN*)? une solution de (E) telle que b > a.
a. Soit p un nombre premier. Etablir que que v pla)b=vy(b)a.
b. En déduire que a divise b.
c. Soit n et m des entiers naturels tels que m > 3 et n > 2. Montrer que m"* 1> n.
d. En déduire que (a, b) = (2,4).

19 [eX Une équation diophantienne ff

Soit (m, n) € IN? tels que n(n +1)(n+2) = m?.

1. Montrer que n+ 1 et (n+1)?> — 1 sont des carrés parfait.

2. Déterminer toutes les solutions (m, n) € IN? de I'équation n(n+1)(n+2) = m2.

20 XS Une équation fff
1 1

1
Résoudre dans (IN*)3 I'équation —+ —+—=1.
X y z

IV. PGCD et PPCM

21 QKO Un vieil exercice de concours de 1974 f

On pose u, =5" +6" pour tout n € IN. Montrer que Vne N, u,.1Au, =1.

22 NEKO Une identité sur les pged f

Montrer que, pour tout (a,b) e N> et ne IN,ona a” Ab™ = (anb)".

23 XS Arithmétique et racines de I'unité ff

Montrer que, pour tout (a, b) € (IN9)2, onaU,nUp=Ug,np
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24 QXS Générateurs de U, ff

2ki
SoitneIN*, ke[l,nletw:=e n

. Démontrer que U, = {w; 0 € Z} si et seulement sik An=1.

25 QXO Nombres de Fermat ff

Pour tout n € IN, on note F;, = 22" 41 (n-ieme nombre de Fermat).

n
1. Etablir que, pour tout n € IN, H Fr=F,41-2.
k=0

2. En déduire que F;,, AF,, =1 pour tout (n, m) € IN tel que n # m.

26 Xo Nombres de Fibonacci fff

On considere la suite (F;) définie par ses premiers termes Fy = 0 et F; = 1 et par la relation de récurrence
Fni2=F,+F,4 pour ne N.

1. Montrer que Vne N*, F,,_1F,4+1 — F% = (—1)". En déduire que, Vne N, F,, AF, 1 = 1.
2. Montrer que pour tout couple (n, p) € IN x IN*, Fnip =FpFpi1 +Fp_1Fy.
3. En déduire que F, AF, =F;,, AF).

4. Démontrer que pour tout (m, n) € IN?, Fo.AE,=F,an.

V. Problemes

rrll © @ Lemme de Hensel et carrés modulo p" ot p € P

= Onnote Z[X] 'ensemble des fonctions polynomiales de R dans R a coefficients dans 7, i.e. des fonctions

de la forme : ;

x— Y aix' ouneNet(a,...,a,) € Z"!
i=0
On remarquera que pour tout P € Z[X], P’ appartient aussi a Z[X].

= Onnote Z[X, Y] '’ensemble des fonctions polynomiales de R?2 dans R a coefficients dans Z, i.e. des fonc-
tions de la forme :

X0 — ) ai,jxiyj ouneNetV(i,j) e [0,nl? a;;eZ

0<i,j<n
= Soit £ € N et x € Z. On dit que x est inversible modulo ¢ §’il existe y dans Z tel que
xy =1[¢]

Un tel nombre y est appelé un inverse de x modulo ¢.

LLG € HX6 6



2025-2026 Laurent Kaczmarek

Partie I — Préliminaires sur Z[X] et 'inversion modulaire

Dans cette partie, on fixe un élément ¢ de IN et P dans Z[X].
1. a. Démontrer I'existence de Q € Z[X, Y] tel que
V(x,y) €R?, P(x) =P(y) = (x— y)Q(x, y)
b. Démontrer que, pour tout (x, y) € Z2, x = y[£] = P(x) = P(y)[£].
c. Démontrer 'existence de R € Z[X, Y] tel que
V(x,y) € R*, P(x+y) = P(x) + P'(x)y + y*R(x, y)

INDICATION : Commencer par établir le résultat dans le cas ou P est monomiale.
2. Soita e Z.
a. Justifier que a est inversible modulo ¢ si et seulementsiant = 1.

b. On suppose que a est inversible modulo ¢ et on note a I'un de ses inverses modulo .

Vérifier que, pour tous x et ydans Z, ax = y[l] < x = ay[{].

Partie II - Lemme de Hensel et technique de remontée modulaire

Dans cette partie, on fixe un élément ¢ de IN. On commence par étudier le cas particulier d'une équation
affine (question 1.) avant de passer au cas général (question 2.).

1. Soit (a,b) € Z* x Z: tel que aA € = 1 et a un inverse de a modulo ¢.
a. Déterminer en fonction de b et a un entier relatif x; vérifiant ax; + b = 0[£].

b. Pour tout n € IN*, on pose x,,+1 := (1 —aa)x, —ab.

Démontrer que, pour tout n € IN*, x,, vérifie ax, +b =0 [f” ]
c. Expliciter x, en fonctionde ne N*, a, a et b.
d. Application numérique. Résoudre dans Z I'équation 2x +5 = 0[33].
2. Dans cette question, on fixe P € Z[X].
a. Soit ne N* et xe Z tel que P(x) = 0[£" ] et P’(x) A€ = 1. On fixe un inverse a de P’(x) modulo .

Trouver une solution de I'équation P(z) = 0[ €"*! | de la forme
z:=x+AP(x) ouleZ

INDICATION : ExploiterleI.1.c.

b. Soit x1 € Z tel que P'(x1) AL = 1 et P(x;) = 0[£].
Justifier I'existence d’'une suite (x,),>1 d entiers relatifs telle que

VnelN*, P(x,) =0[€"] et xp41 = x,[€"]
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3. Application numérique. Résoudre x*> = —1[125].

INDICATION : Commencer par déterminer une solution particuliere avant de toutes les trouver.

Partie III - Dénombrement des carrés modulo p” ot p € P est impair

Dans cette partie, on fixe un nombre premier p impair.

Pour (a,?) € 72, on dit que a est un carré modulo ¢ si il existe x dans Z tel que x% = a[l]. Autrement dit et
pour faire le lien avec la partie I :

aestuncarré modulo¢ <= I’équation x*> —a = 0[¢] d'inconnue x € Z admet au moins une solution
Pour tout n € IN, on note
€, = {a € [0,p" —1]; a est un carré modulo p”} et uy = |6,

Par exemple, dans le cas ot p = 3, yp =1 et 'on déduit des tableaux de congruences suivants que u; = 2 et
U = 4 .

x|0(1[2 x|0(1(2]1314|5|6|7(8
(modulo 3)

(modulo 9)
x2|0|1]1 x2lo|1]4lo|7|7|ol4a1

On revient désormais au cas général.
1. Pour tous x et y dans [0, p — 1], on note xZ y si x% = y2 [pl.
a. Vérifier que Z est une relation d’équivalence sur [0, p —1].

b. Soit x € [0, p — 1]. Déterminer la classe d’équivalence de x ainsi que son cardinal.

+1
c. En déduire que u; = pT

2. Dans cette question, on cherche a expliciter u, en fonction de p et n pour tout entier naturel 7 non nul.

a. SoitneN*etacZtelqueanp=1.
Déduire de I1.2.b. que a est un carré modulo p si et seulement si a est un carré modulo p”.

b. Démontrer que

@\ pN = {a+kp;(a,k)€‘€1* x [[O,p”_l—lﬂ} oll €, :=61\{0}

c. Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2, ona pINN%é, = { kp?; ke €no }
d. En déduire que, pour tout entier naturel n tel que n > 2

p-1

n-1

puis expliciter u, en fonction de p et n pour tout entier naturel 7 non nul.
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Partie IV - Carrés modulo 2"

Dans cette partie p := 2 et nous reprenons les notations %, et u, introduites a la partie III pour n € IN.

1. Déterminer 6, 61, 6> et 63. On vérifiera que up =1, u; = up =2 et ug = 3.
2. Dans cette question, on fixe a € Z impair, n € N tel que n > 3 et on pose P(x) := x? — a pour tout réel x.

a. On suppose dans cette question I'existence de x dans Z tel que P(x) = 02" ].
Démontrer que x est impair et en déduire que I'équation P(z) = 0 [2’”rl ] admet une solution z € Z.

INDICATION : On recherchera z sous la forme z := x+A2" ! avec A € Z.

b. En déduire que a est un carré modulo 2" si et seulement si a est un carré modulo 8.
c. Etablir que 6, \ 2N = { 1+8k; ke [0,2"3 1] }
3. En déduire u,, pour tout n dans IN*.

INDICATION : On pourra remarquer le résultat du I1I.2.c. reste valable dans le cas ou p = 2.

LLG € HX6 9
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VI. Indications

(1 i}

Poser u, :=5" —4n—1 pour tout n. Chercher une relation de récurrence.

(2 i}

Utiliser la caractérisation de la divisibilité via les p-valuations.

(3 o

On peut raisonner par récurrence.

a-

Pour la réciproque, on pourra partir de la division euclidienne de d par m.

8-

Lapplication ¢ ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

O -

Revenir aux factorielles (par exemple) au 1. Le 1. suggere (peu subtilement) un angle d’attaque pour le 2.

(7

INDICATION : On pourra s’'intéresser aux valuations p-adiques de n.

B -

Raisonner par récurrence en utilisant la formule du bindme.

B -

Raisonner par contraposition. Se ramener a une expression du type AF + BF avec k impair et factoriser.

o -

On peut (par exemple) utiliser le 1. au 3.

o -

On trouve | £ ] au 1.

o -

Si (x, y) est solution, alors 3 y2 = 4[5]. Conclure en examinant les différentes valeurs de y modulo 5.

LLG € HX 6 10
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o -

Se ramener al’équation 5x —28y = 3.

o -

Remarquer que 101 est premier.

o -

Résoudre 5X -3y =1-8za z e Z fixé.

o -

Au 1., poserd = xAy, x=dx', y=dy'. En déduire un systeme équivalent : x =3x’, y =3y, X’ Ay’ =1 et
x'y' = 45. Les solutions du (a) sont (3,135), (15,27), (27,15) et (135,3).
Méme méthode au 2. : les solutions sont (10, 90), (30,70), (70,30) et (90, 10).

1

Utiliser (par exemple) les valuations p-adiques.

(18

Au2.a., (a, b) est solution de (E) si et seulement si f(a) = f(b) et utiliser les variations de f pour conclure. Au
3.b., exploiter I'unicité dans la décomposition en facteurs premiers.

o -

Procéder par analyse-synthese au 3.

oo I

Quitte a permuter, on peut se ramener au cas ol x < y < z. Remarquer alors que si (x, y, z) est une solution,
alors x ne peut pas étre « trop grand » (il reste a quantifier cela, ie trouver un entier simple a tel que x < a).
Se lancer alors dans une disjonction de cas sur x (casou x =1, x =2, ..., x = a) afin de se ramener a une
équation deux inconnues. On trouve que les solutions de composantes croissantes sont les triplets (2,3,6),
(2,4,4), 3,3,3).

o -

On peut s'inspirer de I'algorithme d’Euclide : u,,1 = 6u, — 5", d’oit I'on tire u,41 Au, = u, A5"L. On
conclut alors facilement.

B -

Factoriser a et b par leur pgcd.

e -

Une des inclusions est triviale, I’autre peut étre démontrée via une relation de Bezout.
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i I

Utiliser le théoreme de Bezout.

e -

Au 2, commencez par supposer m < n et remarquer grace au 1. que F,, AF,, =F,, A2.

oo I

Récurrence au a. Récurrence sur n au b. Au c., montrer que les diviseurs communs de F, et F;, sont les
meémes que ceux de F,, , et Fj, en utilisantle a. Aud., on peut supposer que m > n puis effectuer (quand cela
est possible) la division euclidienne de m par n: m = ng+r. Enitérant le résultat de la question précédente,
obtenir

Fn/\Fr:Fn/\Fr+n:Fn/\Fr+2n:"':Fn/\Fr+nq:Fn/\Fm

Conclure grace a l’algorithme d’Euclide.

e -

Utiliser la factorisation de x’ — y* par x— y auL.1.a.

LLG € HX6 12
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