Calculs algébriques

La mathématique est une science dangereuse : elle dévoile les supercheries et les erreurs
de calcul.

Galilée

Fugue in rot, Paul Klee
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I. Techniques de calcul

o® Sommes géométriques
2n—1 n

Calculer, pour un entier naturel n non nul, A, := Z 2k et B, := Z (—1)"kok,
k=n k=1

Q® Sommes en vrac f

Simplifier les sommes pour n € IN* :

2n i 1 1 noo(kP-1 i k
1. -1D%k; 2. (———); 3. ln( ); 4. .
2D AV TS 2| & e+ 1!
Q® Sommes partielles de la série harmonique alternée ff
2n (_l)k—l n 1
Démontrer de deux manieres que, pour tout n € IN*, Z = Z .
-k o htk
n Q® Sommes de deux en deux dans un polynome et généralisation fff
PourdeN, (ag,...,a;) € C*' et ze C, on pose
d
VzeC, P(z) := Z nge
=0

1. L'objectif de cette question est de calculer ag + @z +aszt+---etajz+azz® +--- au moyen de P.

a. Pour z dans C, donner I'expression de Z angZk au moyen de P(z) et P(—z).
0<2k<d
s : . 2k+1
b. Donner sans justification une expression analogue de Z k412 .
0<2k+1<d

c. Pour n € N, en déduire des expressions simplifiées des sommes suivantes :

" [2n 1 cl2n " [2n k( n )
st Bl @z el

2. Onpose j := e’
a. Justifier que 1 + j + j2 = 0 puis simplifier 1 + j* + j?¢ pour £ € IN.

b. En déduire que P(1) +P(j) +P(j*) =3 Y ass.
0<k<n
3. Dans cette question, on fixe m € IN* et on pose w := e
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m-1 : :
m sif est un multiple de m
a. Pour ¢ € N, justifier avec soin que Z wkl = ) p .
k=0 0 sinon
1 m—1
b. En déduire que VzeC , ) amee™* = — > P(u)kz).
0<mk<d m j=o

4. Pour n € N*, en déduire des expressions simplifiées des sommes suivantes :

= k3n " [4n
L) = Sl

II. Inégalités

B Q@ Majoration d’une somme double

no1 X
1. Démontrer que Yx €]1,+oo, YnelN, ) — < —

ke
Il
o
=
=
|
p—

2. En déduire un réel M tel que Vn € N, 27i37J <M.

a 0@ Minoration d’'une somme double f

Soit ne IN* et (t4,...,t,) € R*.On pose S,, := Z (cos(t,- +tj) + cos(t; — tj)).
1<i<j<n

2
n n
1. Exprimer S,, en fonction de (Z cos t,-) et ) cos® t;.
i=1 i=1

2. En déduire que S, > —n.

Q® Variations géométriques ff
Soit g € [0,1[. Montrer que pour tout ne N*, Y~ g"/ < Lz

1<i,j<n (1-4g)
a Q® Formule d’Abel et deux applications fff

n n n
Soient (ay) ke et (bg) ke deux suites de réels. Soit n € IN. On pose S, = Z apbi, A, = Z ap et B, = Z by.
k=0 k=0 k=0
n-1
1. Montrer que, pour tout ne€ N*, S, = a,B, + Z (ar — ax+1)Br.
k=0
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2. On suppose dans cette question que la suite (ax)r>o est décroissante, a termes positifs et qu'il existe
Me R tel que Vne N, |B,| <M. Etablir que Vne N, |S,| < May.

Z sinkx| <

k=1

Z”: sin kx
k=1 k

3. Soit x € R tel que x # 0[2n]. Montrer que puis

= Jsin(%)]

<1
~ sin(3)]

4. Une autre application de la premiere question : simplifier de Z k2.
k=0

a Q® Une belle inégalité ff

Soient ze C, ne N* et 7y, ..., 2, des nombres complexes non nuls d’arguments respectifs 01, ..., 0,,.
On suppose que e ...yl =0.
n n n .
1. Démontrer que Z |z < Z |zx — z|. On pourra simplifier la somme Z e"e’“(z;C - 2).
k=1 k=1 k=1

2. Montrer qu'il existe m € [1,n] tel que |zp, — 2l = = ) |2kl

10 XS Extrait des écrits de Centrale PC 2024 ff

< TT(1+12) -

k=1

Soit ne IN* et zy, ..., 2z, dans C. Démontrer que

[Ta+z)-1

ITI. Sommes trigonométriques

11 RO Sommes binomiales

Calculer les sommes suivantes pour n€ Net (8,x) e Rx C:

L ). (n)ekx; 2. ) (n) cos(k0); 3. ) (n) sin(k0).
i=o\k =o\k k

k=0

12 Ko} Sommes trigonométriques f

Pour n € IN* et 0 € R, simplifier les sommes suivantes :

no] kn noq Bl no(m) ., (3m noo.
ZT ( ), 2. Zﬁcosk(g); 3. kzz"lsm(z—k)sm(z—k); 4. Z pik0.

LLG s HX 6 4
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13 RO Une généralisation ff

n-l 2k+1
Soit n > 1. Simplifier la somme S, = Z cos (u) .

k=0 2n+1
14 [eXO Posé a Centrale ff
. " cos(kx) .. . L
On pose pour x Zn/2[n] etne IN*, S, (x) := Z T Simplifier S, (x) puis résoudre S, (x) = 0.
k=0 COs*(x
IV. Sommes doubles
15 QKO Une intervertion

N-1 N (_1)k N (—l)k
Démontrer 'égalité ) ) = .

n=0 k=n+1

k2 ,;k

16 [ BABA f

Calculer les sommes suivantes :

1. ) max(j,j); 2. ) ij; 3. > li—-jh; 4. ) i
i,J

1<i,j<n 1<i,j<n 1I<ig<j<n I<i<jsn

17 [XO Pascal f

Pour un entier naturel 7 non nul, simplifier la somme Z (])
0<ig<j<n

18 X Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire ff
Soient ne€ IN* et z1, ..., z, dans C*. Pour tout k € [1, 1], on note z; = pre'%* avec (o, 0x) € R x R.

2
= Z PiPecos(Ox — Op).

1<k l<n

1. Etablir que

n
> 2k
k=1

2. En déduire une CNS pour que

n
> %k
k=1

n
= Z |zk|. On donnera une interprétation géométrique.
k=1

LLG e HX 6 5



HX 6 e 2025-2026 Laurent Kaczmarek

19 §KS Autour des sommes harmoniques ff
k1
Pour tout k € IN*, on note Hy, := Z —.
(=1 ¢
n-1
1. Démontrer que g, = Z Hy = nH, — n sans raisonner par récurrence.
k=1

1 .
—— en fonction de n et H,,.
1<i<j<nt 71

2. Calculer v, :

n
3. Calculer y, := Z kHj. en fonction de n et H,,.
k=1

20 feXc Une somme multiple fff

Soit (x,) ;>0 une suite de nombres réels. Pour tout n € IN*, on note

S, = Y COS (Xg+€1X] +E2Xp + -+ +E,Xy,)
(€1,..,€n)E{—1,1}"

1. Donner une forme factorisée simple de S; = cos(xp + x;) + cos(xp — x1) et
Sy =cos(xg + X1 + Xx2) + cos(xy — x] — X2) + cos(xg + X1 — X2) + cos(xg — X1 + X2)

2. Conjecturer puis démontrer par récurrence une formule de factorisation de S, pour tout n € IN.

V. Produits

21 QKO Un produit de sommes

n-1p
Soit ne IN*. Simplifier [] ) 257",
p=0k=0

22 feXo} Produits en cascade f

Calculer les produits suivants :

L[] ij; 2. ] ij; 3. ]<‘[ ij; 4. ]‘[' ij; 5. H ij.
X 1<jJ

1<i,j<n 1<i#j<n 1<i

LLG s HX 6 6



HX 6 e 2025-2026 Laurent Kaczmarek

23 NKo; Calcul d’un produit trigonométrique f

sin(2x) '
sin(x)

Soit a €]0, t[. Simplifier H cos (za ) pour tout n € IN*. On pourra, pour x # 0[], considérer

24 QXS Produit des coefficients binomiaux ff

1
nn+1)
On définit la suite (i) ps1 par iy = ((’(’;)(’f) (n)) .
n

n
1. Montrer que H p!= l_[ p" P*! et en déduire que H ( ) [T "
p= 0 p_l pP= 0 =

1 k
2. Montrer que In(u,) = i +1)Z(Zk n-— 1)(ln( +1)—1).

VI. Coefficients binomiaux

25 KXO] Des entiers cachés
1+v5)"+(1-v5)"
Démontrer que Vn e N, ( ) 5 ( ) e N.
26 QXS Les fondamentaux f

Soit (n,p) e N? telque p < n
1. En utilisant le polynéme P(X) = (1 + X)", calculer les sommes suivantes :

" ,CZO’C(Z) b. 3 kik- 1)( ) c I;)k(Z) d. Zﬁ(,’j)

k=0
2. Simplifier Z (k)(n k)

p—k

k
3. Simplifier Z au moyen du triangle de Pascal.

kpp

27 NS Une relation de récurrence sur les sommes de Newton f

n
Pour tous p et n dans IN, on pose S, (n) := Z kP. Démontrer que
k=0

LLG e HX 6 7
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p
V(n,p)eN?, ) (pjl)si(n) = (n+1P*!
i=0

28 KO Itération dans la suite de Fibonacci ff

Soit (un)n>o0 € RN telle que ug=0,u;=1etVnelN, uyi2 = Ups1 + Up.

n

n
Montrer que V(n, p) € ]NZ, kz (k) Upirk = Upi2n.
=0

29 QXo Une curiosité ff

q-1
Démontrer que, pour (p,q) € (N*)?, )" (p—2k) (Z) = 6](2)
k=0

30 XS Une formule méconnue fff
P n
Simplifier Y (-1)* | pourtout n e IN* et pe IN.
k=0

VII. Problémes

31 XS Inégalité isopérimétrique pour les polygones

Ce probleme porte sur l'inégalité isopérimétrique reliant I'aire et le périmetre de certaines figures géomé-
triques.

2in
n

= Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égala3etw := e

= Un polygone (a n cotés) est un élément de C”. Par exemple Z = (zg, 21, , 2,—1) €st un polygone. On
convient alors que z; = 2.

= Un polygone Z est dit :

T équilatéral lorsque |z i+1— 2 ]-| estindépendant de I'indice j entre O et n—1.
o régulier direct lorsqu’il existe ae C* et be Ctelsque Vke [0,n—1] , zx= aw® + b.
o régulier indirect lorsqu’il existe a€ C* et be Ctelsque Vk e [0,n—1] , zx = ao® + b.

o régulier lorsqu’il est régulier direct ou indirect.

LLG s HX 6 8
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= Pour un polygone Z = (zy, 21, , 2n—1), on définit son conjugué et son translaté par c:

Z=(Z_0,Z_1,---,Zn_1) et ZC:(ZO+C,Z1+C,"',Z;1_1+C)

On définit aussi zy, z1,* "+, Zn—1,2n par:

Vjelo,nl, zj = Ln_l(mf)kzk

Vs

~

On remarquera que z, = Zo.

Partie I — L'Inégalité de Cauchy-Schwarz et son cas d’égalité

Dans cette partie, on propose une nouvelle démonstration de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit m € IN*,
(ai,...,am) e R™ et (by,...,by) € R™. On pose

m m
Am::Zaf et Bm::Zb?
i=1 i=1

2+2

1. Soit (x,y) € R?. Justifier que xy < et donner une condition nécessaire et suffisante pour que
cette inégalité soit une égalité.

2. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

aib; < vVAmBm

™Mz

1

~
I

ai

VAm

et y;:= b pour tout i € [1, m], lorsque ces expressions

INDICATION : On pourra considérer x; := B
m

sont définies.

3. On suppose que A, # 0. Etablir que
m
Z aib; = VAuB;,, < 3dAeR,, Viel[l,m], b; =Aa;
i=1

INDICATION : Démontrer séparément les deux implications.

Partie II — Calculs préliminaires

1. Soit k€ [1,n—1] ete € {—1,+1}. Montrer que

(kT 514 km
sin| — +etan(—)cos — 1 =0
n n n

INDICATION : Mettre au méme dénominateur puis utiliser les formules d’addition.

2. En utilisant le tableau de variations de x — tan x — x sur un intervalle bien choisi, montrer que

m
ntan(—) >T7
n

LLG s HX 6 9
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3. SoitZ = (zp,- -+, z,—1) un polygone régulier direct.

in

2
On considére ae C* et be Ctelsque Vke [0,n—1] , zx=aw*+botiw:=en.
a. Montrer que Z est équilatéral.

b. Montrer les points d’affixes zy, ..., z,—1 appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre
et le rayon.

1 =l 1 n=l
c. Vérifierqueb=—) z; et a=zg—— )_ z.
n k=0 n k=0

d. Vérifier que les conclusions des trois questions précédentes restent valables dans le cas ou Z est un
polygone régulier indirect.
4. Dans cette question, on suppose que n =4 et Z:=(2,1+2i,0,1 - 21).
a. Dessiner dans le plan complexe le polygone Z.
b. Démontrer que Z est équilatéral mais pas régulier.
INDICATION : Raisonner par I'absurde en utilisant les I1.3.b. et I1.3.c.

5. Soit p € Z.. Démontrer que

Nar= Vi sip#0(n]

6. Soit Z = (29, 21, , 2p—1) € C". Vérifier que

S

1 '12—:1 N
vielo,n-11,zj=— ¥ (/) Z
R
n-1 N
INDICATION : On pourra exprimer Z (m] ) Z, comme une somme double puis appliquer le IL.5.
k=0

Partie III - Un lemme d’analyse

1. Soit (o, p) € C* x C et f: t— |+ £P| définie sur R. Justifier que f est dérivable et que f'(0) = Re (%).

INDICATION : On pourra exprimer f(¢) en fonction de ¢ et des parties réelles et imaginaires de «, 3.
2. Soit (1, v) € (C*)*telsque Vi€ R, |ul+|v| < lu—t(u+v)|+|v+tu+v).
a. Etablir que (lu|—|v)) (2luv|— uv—uv) =0.
INDICATION : Une fonction §: R — R dérivable sur R et minimale en 0 vérifie §'(0) = 0.

b. En déduire que |u| = |v| ouil existe A e R}, v=Au.

LLG e HX 6 10
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Partie IV - Inégalité isopérimétrique pour les polygones

Pour tout polygone Z = (2, -, z,-1), on définit L(Z), E(Z) et A(Z) par:

n-1 n—1 1 n-1
L@Z) := Y lakmi—zkl, E@ =) lzea—zl®, A@) :=-Im| Y zrZk
k=0 k=0 N

Il est évident que L(Z) est le périmetre du polygone. Le réel A(Z) représente son aire algébrique mais vous
ne devez ni justifier, ni utiliser cette propriété.

1. Soit c € C et Z € €. Etablir que A(Z) = —A(Z) et A(Z¢) = AZ).

INDICATION : On veillera a utiliser la définition de Z et Z. données dans le préambule.
2. On suppose dans cette question que Z est un polygone régulier avec a et b comme dans la définition.
a. Vérifier que |zx41 — 2kl = 2]al sin(%) pour tout k € [0, n—1].
b. Exprimer L(Z),E(Z),A(Z) en fonction de sin (2) et sin (22)
INDICATION : On pourra déduire du IV.1. que le « b » disparait du calcul de A(Z).

c. En déduire les rapports suivants :

IAZ)|  |A@)] L(Z)?

_— e
L(Z)? E(Z) E(Z)

3. Soit Z € C". Montrer que L(Z)? < nE(Z). Justifier que L(Z)? = nE(Z) si et seulement si Z est équilatéral.

INDICATION : On pourra utiliser la partie I.

4. On revient au cas général. Soit Z € C".

a. Démontrer que
n-1 n-1 % ) n-1 9 n-1 )
Y zimzZj= ) o IZl" et ) |z =) 1zl
j=0 k=0 Jj=0 k=0
INDICATION : On pourra exprimer z;;1z; au moyen des Z; en utilisant la formule du IL.6. puis sim-
plifier la somme double au moyen du IL.5.
b. En déduire les relations
12! 2km) n=l o (km)
AZ) ==Y sin(—) 12k1* et E(Z) =4 ) sin® (—) 12
2 =0 n k=0 n
INDICATION : On pourra remarquer que Izj+1 — zjl2 = Izj+1 12+ Iz]-l2 —2Re (zjz]-+1).

c. Montrer que
n-l k k k
E(Z)-4tan(=)A@) =4 ). sin(—n) (sin(—n) ~tan(*) cos(—n) ) 122
n =0 n n n n

d. Montrer que, sous I'hypothese E(Z) # 0,

|A(Z)] o 1
E@ 4tan(%)

LLG s HX 6 11
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5. On admet qu'’il existe Z, € C" tel que

|A(Zo)l
)2

VZeC", |A@) < L(Z)*

0

a. Soit Zg := (29, ,2,-1) et ip entier entre 1 et n— 1. On note Z; le polygone obtenu a partir de Z, en
remplagant z;, par z;, + t (zi,+1 — zi,—1) (@vec un ¢ réel) sans changer les autres valeurs. Montrer que
A(Zy) = AZo).

b. Montrer que, quitte a modifier Zy, on peut supposer que Z est équilatéral.

INDICATION : Attention, c’est une question tres délicate ! Il n’est raisonnable de la traiter que si
toutes les autres questions été abordées avec un succes éclatant. On remarquera que L(Zy) < L(Z,).
On justifiera ensuite que, quitte a modifier Z,, on peut supposer z; # z;+1 pour tout i € [0,7—1]. On
utilisera alors les résultats de la partie III.

c. Montrer I'inégalité isopérimétrique pour les polygones :
vZeC", 4nlA@2)| < L(Z)?
INDICATION : Utiliser IV.3., IV.4.d. et la partie II.

Cette inégalité se généralise a d’autres courbes.

LLG s HX 6 12
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VIII. Indications

(1 )

Faire apparaitre une somme géométrique de raison —2 dans B,,.

8-

En regroupant judicieusement les termes au 1., on trouve n. On trouve 0 au 2. Télescopage au 3. (décom-
1

poser le log en factorisant I'’expression). Télescopage a nouveau au 4., on trouve 1 —

(3 o

On peut envisager une récurrence mais on peut également sommer séparément sur les indices pairs et
impairs.

a-

On trouve Y g<ok<d asiz?

8 -

La somme double s’écrit facilement comme un produit de sommes géométriques.

0 -

2
n
Utiliser le développement de (Z a,-) .
k=1

7 )

n n o
Commencer par remarquer que S = y_ Y (g/)".
j=1i=1

B -

On trouve 2"*1(n — 1) + 2 au d. Utiliser des sommes d’exponentielles au c.

B -

Au 1., il faut appliquer 'inégalité triangulaire.

o -

On peut donner une démonstration élémentaire par récurrence. On peut aussi utiliser une formule de dé-
veloppement par distributivité (mais c’est une voie plus technique).

n+1)!

k _ P+P(=2)
- 2

LLG s HX 6 13
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o -

Appliquer la formule du binéme.

o -

Sommes géométriques aux 1., 2. et 4., télescopage au 3.

o -

L'expression est la partie réelle d'une somme géométrique d’exponentielles : apreés utilisation du formulaire
puis passage a I’angle moitié, aboutira S = 1/2.

o -

Reconnaitre en S, (x) la partie réelle d'une somme géométrique. Il faudra discuter sur x car la raison en
dépend.

o -

Effectuer une interversion.

(16 )

Formulaire au 2. On peut sommer sur les diagonales au 3.

@ -

Sommer dans un ordre faisant apparaitre la formule du binéme.

o -

En revenant a la définition du module, on obtient

(19 )

On écrira 0, sous la forme d’'une somme double et on s’inspirera de la méthode du 1. au 3.

oo I

On trouve S; =2cosxycos x; et S, =4c0s xyCcos X] COS Xo.

o -

Il y a une somme géométrique.

B -

Les deux premiers produits se calculent directement; trouver des relations entre les différents produits afin
de terminer les calculs.

2
= PxpPee

n
> %k
k=1

LLG s HX 6 14
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B -

La premere relation est une invitation au télescopage.

i I

Ecrire la factorielle comme un produit. On peut déduire de cet exercice que u,, -

v/e mais c’est une

—+00
autre histoire...

B -

Appliquer la formule du bindme et grouper les deux sommes.

2o I

Développer P au moyen de la formule du bindéme et cf. le cours.

1. a. Dériver le polynome. On trouve n2" !,
b. On trouve n(n—1)2"2

c. Utiliser 1. et 2. On trouve n(n+ 1)2"2.

n+1 1
1
d. On trouve ———— en calculant une intégrale : remarquer que —— = f t*ds.
n+1 k+1 Jo

2. Simplifier le produit des coefficient en revenant aux factorielles. On trouve 2”7 (Z)

3. On voitle résultat sur le triangle de Pascal et on peut formaliser par une récurrence sur n ou on exploite

, n+1
un télescopage. On trouve .

p+1
5

Effectuer une interversion dans la somme double.

(28 I

On pourra par exemple montrer que la propriété est vraie pour tout p € IN, par récurrence sur n € N en
remarquant que Upi2(n+1) = Up+2+2n-

e -

On pourra par exemple raisonner par récurrence.

o -

On se « promene » sur une colonne du triangle de Pascal, il faut donc penser a la formule éponyme et faire
apparaitre un télescopage. On trouve (—1)” (";1).

o -

AulV.2.c., on trouve
IAZ)| sin(Z) _ cos(2
L(Z)2  8nsin? (2) B 4nsin (

) AZ)] cos(Z) L(Z)2
— et =——H-= et =n
ﬁ) E(Z) 4sin (ﬁ) E(Z)

LLG s HX 6 15
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