'Sl ALG 10 | Théorie de la dimension

O mathématiques sévéres, je ne vous ai pas oubliées, depuis que vos savantes lecons,
plus douces que le miel, filtrerent dans mon cceur, comme une onde rafraichissante.

Isidore Ducasse (comte de Lautréamont)
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I. Sous-espaces vectoriels

Q@ Calculs dans R*

Soit F = Vect(a, b, ¢) et G = Vect(u, v) avec
a= (0,1,—1,2), b: (1,3,0, _Z)y c= (2) ly_3)4)) u= (0,0,2, 1)) V= (_1) 1,0,3)

Calculer les dimensions des sous-espaces vectoriels EG,F+ G et FNG.

o® Calculs de projections

SoientE=R*, G={(x,y,2,0);z=t=0},et F=AnBou
A={(x,y,2,0;x-y+z—t=0}, B={(x,,2,1);2x— y+3z—-4r=0}

1. Prouver que F et G sont des sev supplémentaires dans E.
2. Déterminer une base de E adaptée a la décomposition E=F & G.

3. Calculer le projeté sur F parallélement a G de (x, y, z, t) € E. Méme question en permutant F et G.

Q@ D’aprés X PC-2015 f

Soit U, V et W trois sous-espaces vectoriels de R”.
1. On suppose que dim U +dimV > n. Montrer que U NV ne se réduit pas a {0}.

2. On suppose que dimU +dimV + dim W > 27n. Montrer que U NV N'W ne se réduit pas a {0}.

II. Familles de vecteurs

n o® Liberté de I'image d’une famille

Soit (x1,..., X,) une famille de vecteurs d'un IK-ev E et u € .Z (E). Démontrer que

(u(x1),..., u(xp)) estlibre si et seulement si (x1,...,x,) est libre et Ker u n Vect(xy,...,x,) = {0}

Q® Une famille libre infinie f

On note E := R®+, Pour tout i € N, on note f; : R* — R I'application définie par x — x~°.

Montrer que Vrne N, (fy,..., f,) est une famille libre de E. A-t-on Vect{ f,;; n€e N} =E ?
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a 0@ Ftudes de dépendance linéaire f

Soit vy, vy, vs, ..., UV des vecteurs linéairement indépendants d'un IK-espace vectoriel E.
1. Les vecteurs vy — v, UV — U3, U3— Uy, ..., Uy — V] sont-ils linéairement indépendants?

2. Méme question avec les vecteurs vy + vV, Vs + U3, U3+ Uy, ..., U+ V).

Q® Une famille a paramétre ff

n
Soit n € IN, E un K-ev, (x;)1<i<, une famille libre de E et (a3, ...,a,) € R”. On pose y = Z O Xk
k=1

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les o; pour que (y + x;)1<i<n soit une famille libre.

e Q@ Espaces R"*-C" ff

Soit ne IN* et (v4,..., v;) une base du R-ev R". Est-ce aussi une base du C-ev C" ?

a Q® Familles libres dans les espaces fonctionnels, X PC-2012 ff

Soit ay, ..., a, des nombres complexes distincts et, pour k € [1, n], fi: x— e%*,

Montrer que la famille (i, ..., f,,) est libre dans CR.

ITI. Image et noyau

10 [eX Etude d’un couple d’endomorphismes f

Soit f et g deux endomorphismes d'un R-espace vectoriel de dimension finie tels que fog = f + g.
1. Etablir que Im g = Im f et Ker g = Ker f puis en déduire que Im f =Im g et Ker f = Ker g.

2. Etablir que idg — f est un isomorphisme et (idg — f) ™! = idg — g. En déduire que f et g commutent.

11 (X Posé a Centrale f

Soit Eun R-ev de dimension finie 7, (f, g) € Z(E)? tel que f+g € GL(E) et fog = 0. Etablir querg f+1g g = n.

12 [OXO Inégalités de Sylvester ff

Soit E un KK-ev de dimension finie, F un espace vectoriel sur K et (1, v) € Z(E, F)2.

1. Montrerque |[rgu—rgv| <rg(u+v) <rgu+rgu.
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2. On suppose dans cette question que ImunIm v = {0} Démontrer que Ker (uz + v) = Ker unKer v.

3. Prouver I’équivalence des propriétés suivantes :

a. rg(u+v)=rgu+rgrv  b.Im(u+v)=Imuelmv c. ImunImv = {0} etKer u+Kerv=E

13 [eXO Une version plus souple de la formule du rang ff

Soit E un K-ev de dimension finie, (¢, v) € Z(E)?, E; et E, des sous-espaces vectoriels de E.

1. En considérant u|g,, montrer que dim u(E;) = dimE; — dim E; nKer u.
2. En déduire que dim u! (E») =dim E>; nIm u + dim Ker u.
3. a. Déduiredul.quergv=rguov+dimKerunImv.

b. Montrer que dim Ker uo v < dim Ker u + dim Ker v et qu’il y a égalité si et seulement si Ker u < Im v.

14 [eXO Sev de E stables par GL(E) ff

Soit E un K-ev de dimension finie. Un sev F de E est dit stable par GL(E) si Yu € GL(E), u(F) cF.
1. Soit x € E\ {0}. Montrer que, pour tout y € E\ {0}, il existe u € GL(E) tel que u(x) = y.
2. Soit F un sev de E. Montrer que F est stable par GL(E) si et seulement si F = {0} ouF=E.

IV. Théoréeme du rang

15 KX Une autre preuve de la formule de Grassmann ff

Soit F et G deux sevd'un K-evE. Onnote 0 : F x G— E, (x,y) — x + y. Nous savons que o est linéaire.
1. Déterminer 'image et le noyau de o. Vérifier que Ker o est isomorphe a FnG.
2. En déduire que o est un isomorphisme si et seulement si F et G sont supplémentaires dans E.

3. Que retrouve-t-on en appliquant le théoreme du rang dans le cas ou E est de dimension finie ?

16 [eXO Théorémes de factorisation fff

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, f et g dans .7 (E).
1. MontrerqueImgcIm f < 3Jue Z[E)g=fou.

2. Enoncer puis démontrer un théoréme analogue sur les noyaux.
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17 §KO; CNS de supplémentarité du noyau et de I'image f

Soit E un IK-ev de dimension finie et f € Z(E). Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

1. E=Im f ®Ker f; 2.E=Im f +Ker f; 3.Im f =Im f?; 4. Ker f = Ker f2.

18 EeXO) La décomposition de Fitting ff

Soit E un IK-ev de dimension finie et f € Z(E). On pose, Vne N, K,, =Ker f" etI,, =Im f".
1. Justifier que (K,) ,ev et (I) nev SONt stationnaires.
2. Montrer I'existence de np € IN* tel que que E =1,,,  K,,,,.

3. Lerésultat précédent reste-il valable dans un K-ev de dimension infinie ?

19 QKO Mines PSI-2016 ff

Soit n € IN*, F et G deux sous-espaces vectoriels de R".
1. Montrer que (Elu e ZR"Y, Imu=FetKeru= G) — dimF+dimG=n.

2. Dans cette question n = 3, F est le plan d’équation x+ y+z=0et G = Vectw ou w := (1,—1,0). Détermi-
ner un endomorphisme u dont l'image est F et le noyau est G.

20 pxo Une inversion partielle ff

Soit E un KK-ev de dimension finie. Soit a € £ (E). Montrer que 3b € .Z(E) tel que aoc bo a = a.

21 §eXo Une inégalité ff

Soit E et F deux KK-espaces vectoriels de dimension finie et (1, v) € £ (E,F)2.
1. Justifier 'existence d'un sev S de E tel que Ker(u + v) =S & (Ker un Ker v).

2. Démontrer que u(S) cImunImv.

3. En déduire que dim Ker(z + v) < dimKer unKer v+ dimIm unIm v.

22 RO Décomposition d’'un isomorphisme fff

Soit E un IK-ev de dimension finie et # un endomorphisme de E. L'objectif est de démontrer I'existence d'un
projecteur p de E et d'un automorphisme ¢ de E tels que u = po .

1. Supposons I'existence d’un tel couple (p, $). Montrer que Im p = Im u et Ker p = ¢p(Ker u).

2. Soit S; et S, des supplémentaires respectifs de Im u et Ker u.
a. Justifier 'existence d’'un isomorphisme ¢; de Ker u sur S;.

b. Conclure.
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V. Endomorphismes nilpotents

23 RXO] Mines ff

Soit E un KK-ev de dimension finie et f un endomorphisme de E nilpotent d’indice n. On pose
¢:Z[E)—~ZL(E), g— fog-gof
1. Etablir que ¢ est un endomorphisme nilpotent.

2. Déterminer l'indice de nilpotence de .

24 QKO Endomorphisme nilpotent d’indice maximal ff

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* et u € Z(E) tel que u” =0 et u" ! £0.

1. Soit x tel que u™ 1 (x) #0. Montrer que (x, u(x),..., u"! (x)) est libre et en déduire le rang de u.
2. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que F = {0} ou que Ker(u) c F.

3. Soit F un sev non nul de E tel que u(F) < F. Montrer que dim u(F) = dimF — 1. En déduire que, pour
ke [1,n], dimKer u* = k.

4. En déduire que les seuls sev de E stables par u sont les Ker uk pour k € [0, n].

25 Ke¥S X PSI-2022 fff

Soit E un IK-ev de dimension finie et f € .Z(E)E. Montrer I'équivalence entre les propriétés suivantes :

a. Ker f=Im f b.f2=0et 3ge L(E), fog+go f=idg

VI. Formes linéaires

26 NXO Nilpotent d’indice deux en dimension trois f

Soit f € £(R?) tel que f% =0 et f # 0. Montrer qu'il existe a € R*\ {0} et ¢ € £(R3 R) tels que Vx € R?,
f(x) =odx)a.

27 KO Mines-Ponts PC-2015

Soit E un K-ev de dimension finie, ¢ € Z(E, K) non nulle, H = Ker ¢ et f € .Z(E). Montrer que H est stable
par f ssiexiste A € K tel que o f = Ad.
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28 EeKO Formes linéaires sur .#,,(C) fff

1. Soit ¢ € £ (4, (C),C). Montrer que 3!A € .#,,(C) telle que VM € .4, (C), b(M) = tr AM.
2. Soit ¢ € £ (A, (C),C) invariante par similitude i.e.

VM e .#,(C), VP € GL,(C), b (P~'MP) = ¢p(M)

Montrer qu’il existe A € C tel que ¢ = Atr.
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VII. Indications

(1 )

F est de dimension trois et G de dimension deux.

(2 i}

C’est une routine des que I'on réussit a écrire AN B sous forme paramétrique.

(3 o

On peut par exemple raisonner par contraposition.

[ 4 )

Procéder par double implication. Revenir aux définitions du cours : il n'y a aucune difficulté si on pose
clairement la problématique.

8 -

On peut raisonner par 'absurde ou par récurrence, en revenant aux combinaisons linéaires.

O -

La famille du 1. est liée. Au 2., il faut effectuer une disjonction de cas suivant la parité de n en revenant aux
combinaisons linéaires.

(7 o

n
La CNS recherchée est Z o #—1.

k=1
B -

Commencer par étudier la liberté (vy,..., v,) en tant que famille de vecteurs du C-ev C”.

B -

Raisonner par récurrence. Afin de se ramener au rang n — 1, on pourra dériver.

o -

Au 2., on s'intéressera a (idg — g) o (idg — f) et (idg — f) o (idg — 8).

o -

Appliquer le théoréme du rang.
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o -

On pourra remarquer que, si Im «nIm v = {0}, alors Ker (u + v) = Ker unKer v.

o -

Remarquer que Ker u|g, = E; nKer u.

o -

Au 1., on pourra définir un endomorphisme u qui convient en utilisant des bases de E.

o -

Un isomorphisme de F N G sur Ker ¢ est donné par x — (x, —x).

o -

Utiliser le théoreme du rang.

o -

Utiliser le théoreme du rang pour démontrer 4. = 1.

o -

On sait que la suite (K;) ,ev est croissante pour I'inclusion (cf. les exercices de ALG 9). La suite des dim K,
va donc étre stationnaire (a justifier avec soin).

o -

Pour I'implication non triviale, considérer un supplémentaire S de G dans E puis s’aider d'une base adaptée
ala décomposition E = G® S pour définir u.

o I

Souvenez-vous que a induit un isomorphisme d'un supplémentaire de Ker a sur Im a.

o -

Au 3., justifier que dim u(S) = dimSS.

B -

Les deux premieéres questions (qui relevent d'une analyse), suggerent de définir ¢lger, = ¢11E. 1l reste a
définir ¢ sur un supplémentaire S, de Ker u.

B -

1. Vérifier que ¢p>"*1 =0.
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2. Trouver g € Z(E) tel que $p>"2(g) # 0 en utilisant x, € E tel que [ (xq) #0.

o -

Partir d'une combinaison linéaire nulle au 1. et appliquer u"!.

e -

La démonstration de b. = a. est facile par double inclusion. Pour la réciproque, on pourra construire g en
utilisant un supplémentaire de Im f dans E.

2o I

Une analyse aboutit a la relation Im f = Vecta.

2 -

Travailler sur une décomposition E = H & Vect (xy).

(25 I

On peut - par exemple — raisonner par analyse-synthese au 1.
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