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I. Etudes

Q® Fonctions convexes majorées f

Soit f: R+ — R convexe et majorée. Démontrer que f est décroissante.

o® Bijections convexes f

Soit f:1— f(Iy strictement croissante, continue et convexe. Montrer que f~!: f({I) — I est concave.

Q® Une curiosité f

Soit f:[0,1] — R convexe. On pose g : [0,%] -R, x— f(x)+f(1-x)
1. On suppose dans cette question que f est dérivable. Démontrer que g est décroissante.

2. Démontrer que g est décroissante dans le cas général.

n 0@ Fonctions convexes majorées f

1. Soit f: R — R une fonction convexe majorée. Démontrer que f est constante.

2. Soit f: R+ — R une fonction convexe majorée. A-t-on la méme conclusion qu’'au 1. ?

Q® Convexité et minima ff

Soit f: R — R une fonction convexe.

1. On suppose que f est dérivable et qu'il existe un réel a tel que f'(a) = 0. Montrer que f admet en a un
minimum global.

2. On suppose maintenant que f est deux fois dérivable et qu'il existe a € R tel que [ > a > 0.

a. Montrer que f posséde un minimum unique.

b. A-t-on encore ce résultat avec I'hypothese f” >0 ?

a Q® Etude asymptotique d’une fonction convexe fff

Soit f: R+ — R une fonction convexe.
[ o =
1. Montrer que x — —— admet une limite £ € R en +oo.
x

2. On suppose que ¢ € R. Montrer que la fonction ¢ définie par ¢(x) := f(x) — £x est convexe et décrois-
sante. En déduire qu’elle admet une limite en +oo.

LLG € HX6 2



2025-2026 Laurent Kaczmarek

II. Inégalités

0@ Inégalités de convexité élémentaires f
Démontrer en utilisant la convexité les inégalités suivantes :
1. Pourne Netxe R*, x""'—(n+1)x+n > 0;

X
2. Vx>0, — < arctanx < X;
1+x

3. V(a,b) €]1, +oo[2, 1n(“J2r b) > Vin@nb):

4. Pour0<b<a a-b < ln(a) < a-b.
. ~ ’ a ~ b ~ b ’
4 x+y y
5. Pour (a, b, x, y) €10, +oo[*, (x+y)ln(a+ b) xln( ) +yln(b)
a Q® Géométrie du triangle f
Soit a, b et c les angles non orientés d'un triangle. Etablir que
1 1 1 6
>

+ +
l1+sina 1+sinb 1+sinc~ 243

a Q® Une inégalité ff
a1 . 1

1. Etudier la convexité de f: x — T sur R;.
2. En déduire que, pour tout n € IN* et tous réels x, ..., x, supérieursa 1, on a

n

n
1+ ¢/ [[xi > —
i=1
; 1+x;

10 RO L'inégalité de Brunn-Minkowski ff

1. Etudier la convexité de la fonction définie sur R par f : x — In (1 +e%).

n 7 n 7
2. Etablirque Vn > let Vx;,.. xn>0,1+(H xk) < (H(1+xk)) )
k=1 k=1
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n
k=1

11 [eX Inégalités de Young, Holder et Minkowski ff

3|~
S|
S|~

n
3. En déduire que Vn > 1 et tous ay, ..., an, by,..., b, >0, ( ak)
k=1

< (H(ak+bk))

k=1

1 1
Soit p et g deux nombres réels strictement positifs tels que — + — = 1.
q
.2 ez 2 uP uf
1. Prouver I'inégalité de Young: V (1, v) e R}, uv < —+ ?
p

2. Soit x1,...,x, et y1,..., ¥, des réels positifs. Démontrer 'inégalité de Holder :
1 1
n n p 14 n q q
D XkYk < (Z xk) (Z yk)
k=1 k=1 k=1
3. Soit p > 1, x1,..., X, €t y1,..., ¥, des réels positifs. Etablir I'inégalité de Minkowski :
n

b (e Vb (o
(L] < (E] (£
k=1 k=1

k=1
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III. Problemes

12 RO Transformée de Legendre-Fenchel

On définit I'intervalle I = R, et on note 4" I'ensemble des fonctions f: 1 — R vérifiant :

= f(0)=0;
= Vxel, f(x) >0;

= f est deux fois dérivable surTet Vx eI, f’(x) > 0.

ey
X

Pour f € ¢, on note 1 r lafonction définie sur RY part r(x) =
On rappelle qu'une droite d’équation A : y = ax + b (oi1 (a, b) € R?) est dite asymptote a f:1— R en +oco si

f(x)—(ax+Db) 0

X—+00

Les parties I et I sont indépendantes. Les parties III et IV utilisent des résultats des parties précédentes.
Partie I — Préliminaires

1. Dans cette question, onnote f : [ - R, x— x —tanhx.
a. Vérifier que f € %.

b. Etudier le comportement en +oo de f et T -

c. Démontrer I'existence d'une droite asymptote a la courbe représentative de f. On précisera la po-
sition de la courbe par rapport a son asymptote.

2. Dans cette question, on note f : [ = R, x— xarctanx — %ln (1 + xz).
a. Vérifier que f € %.
b. Etudier le comportement en 0 et +oo de [ etde T -
c. Etudier I'existence d’une droite asymptote a la courbe représentative de f au voisinage de +oo.

INDICATION : Supposons la droite d’équation A : y = ax + b asymptote a f en +oo.
Que dire de xlirP Tr(x)?
—T00

3. Donner un exemple de fonction f € ¢ telle que 1 £(x)

+00.
X—+00

4. Soit ¢ : I — R continue telle que ¢(x) —oo. Etablir que ¢ est majorée sur L.

X—+00
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Partie II — Etude asymptotique des éléments de ¢’

Soit fe €.
1. Montrer que pour tout x € I, f(x) < xf’(x).

2. Justifier que T est croissante sur R}.
X (X X
3. Soit x > 0. Montrer que Ef’(E) < fx) —f(z) < f(x). INDICATION : La fonction f est convexe.

+00. Montrer que [’ (x)

4. On ns cet ion qu
On suppose dans cette question que T £(x) - =

+00.

5. On suppose dans cette question que [’ (x) +oo. Etablir que 1 £(x) +00.

X—+00 X—+00
6. On suppose dans cette question que f n’est pas constante et que T ne tend pas vers +oo en +oo.

a. Montrer qu'il existe a > 0 tel que f(x) o ax.
(0.0)

b. Montrer qu'il existe £ € R tel que f'(x) 0.

X—+00

c. Montrer que ¢ = a.

d. Montrer qu’il existe b € R tel que f(x)—ax - b.
—T00

e. Dans le cas o1 b € R, montrer que la courbe représentative de f posséde une droite asymptote au
voisinage de +oo et préciser la position de la courbe par rapport a son asymptote.

Partie III - Etude de 'ensemble M(f) et premiéres propriétés de la conjuguée

Soit f:I— RR. On définit, pour tout réel positif m, la fonction h,, : 1 — R, x — mx — f(x) et on note
M(f) := {m e Rs; hy, est majorée surl}

Pour m € M(f), on note
f*(m) := sup hp,(x) := sup (mx— f(x))

xel xel

La fonction f*, définie sur M(f), est appelée conjuguée de f. On notera f** la conjuguée de f*, sous
réserve d’existence.

1. Soit f :I— R. Démontrer que M(f) estun intervalle de R.. INDICATION : Vérifier que M(f) est convexe.
2
X
2, Soit fi:I-R, x— > Démontrer que M(fi) = R, et que f* = f.

3. Soit ¢ un réel et a un réel strictement supérieur a 1. Pour les fonctions f qui suivent, préciser M(f) et
déterminer, pour les réels x de M(f), f*(x) en fonction de x.

a fL:I-R,x—c. b. f3:1—- R, x— x*
4. Déterminer une fonction f: I — R telle que M(f) = 2.

5. Soit f:1— R telle que M(f) soit non vide. Montrer que Vx €1, Ym € M(f), f(x)+ f*(m) > mx.
6. Soit f, g deux fonctions de I dans R telles que f < g. Montrer que M(f) c M(g), puis que

VmeM(f), g*(m) < f*(m)
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7. On se propose de chercher les fonctions vérifiant M(f) =1 et f = f*. Pour cela, on consideére la fonction
i I-Rx— %2 et 'on désigne par f une fonction de I dans R telle que I = M(f) et f* = f.
a. Montrer que, pour tout x € I, f(x) > f1(x).
b. En déduire que, pour tout x € [, f(x) = f1(x).
8. Dans cette question, on considere la fonction f:1— R, x— e* - 1.
a. Déterminer I'ensemble M(f) et déterminer f*.
b. Déterminer M (f*) puis f**.

9. Montrer que, pour toute fonction f:1— R, f* est convexe sur M(f). INDICATION : Revenir a la défini-
tion de la convexité.

Partie IV — Quelques propriétés de la conjuguée d’'une fonction de @

1. On suppose dans cette question que f est une fonction non nulle de % . Justifier que M(f) est un inter-
valle non réduit a {0}.

INDICATION : Remarquer que, pour tout xo € RY, on a T 7(xp) € M(f).
2. On considere, dans cette question, une fonction f de & vérifiant I = M(f).
a. Montrer que M(f*) =TetVxel, f**(x) < f(x).
b. Etablir que f** = f.
INDICATION : Montrer'inégalité inverse du IV.2.a. enremarquant que Yy € I, f(y) > f (x)+(y — x) f' (x).

3. Dans cette question, on suppose que f € €, f'(0) = 0 et il existe c € R} vérifiant Vx €1, f(x) > c.

a. Montrer que Vx €1, f'(x) > cx et en déduire que f' réalise une bijection de I dans I.
b. Montrer que M(f) =Ietque Vx e, f* (f'(x)) = xf'(x) - f(x).
c. Montrer que f* est dérivable et donner le lien entre (f*)" et f'.

4. Déterminer 'ensemble M(f) lorsque f appartienta %'.

INDICATION : Décrire 'intervalle M(f) au moyen du parametre a défini dans la partie II. On effectuera
une disjonction de cas en s’aidant du Il et du [.4.
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IV. Indications

(1 )

Raisonner par contraposition.

8-

Essentiellement il s’agit d’appliquer f~! (qui est aussi strictement croissante) a I'inégalité de convexité de

f.

8 -

Au 2., comparer des pentes.

a-

Pour le 1., par 'absurde en supposant I'existence d’'une corde de pente p # 0. Distinguer les cas p > 0 et

p <0, un dessin s'imposant dans les deux cas ... Pour le 2., considérer le contre-exemple x — e™*.

(5 o

On appliquera I'lAF au 3.

0 -

Utiliser la caractérisation des fonctions convexes par la monotonie des pentes des cordes.

8-

Revenir a la définition, ou comparer a des cordes ou des tangentes.

B -

Se souvenir que a+ b+ c =m.

B -

Passer au logarithme au 2. afin de faire apparaitre I'inégalité de Jensen.

o -

Pour le 2., remarquer que xj = e,

o -

Passer au logarithme. Les questions sont enchainées. Pour le 3., appliquer deux fois I'inégalité de Holder en
remarquant que (X + yi)” = x(xx + )P+ v + y) P L
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o -

Au IL.3., on utilisera les propriétés des tangentes au graphe d'une fonction convexe.
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