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2025-2026 Laurent Kaczmarek

I. Calculs de lois et des moments

(0XO) Calcul d’une loi

n
SoitXj, ..., X, des va indépendantes de lois #(p,), ..., Z(p,). Déterminer laloide Y := H X;.
i=1

Q® Mines PC-2025 f

Soit (X;);>; une suite i.i.d. de variables aléatoires de loi uniforme sur { -1, 1}. Pour n € IN*, on note
n n
Sn:=) Xi et P,:=]]Xk
k=1 k=1
1. Déterminer 'espérance de S, et P,.
2. Déterminer laloi de P,,.

3. Lesvariables S, et P,, sont-elles indépendantes ?

0® Mines 2018 f

On dispose p aléatoirement dans n tiroirs Ty, ..., T, ol p et n appartiennent a IN*.

1. Déterminer la loi du nombre X;. de boules situées dans Ty.
2. Les variables aléatoires X3, ..., X; sont-elles mutuellement indépendantes ?

3. SoitY la variable aléatoire égale au nombre de tiroirs vides. Déterminer I'espérance de Y.

n Q@ Expérience aléatoire en deux étapes f

On tire au hasard un entier X entre 1 et n, puis de nouveau au hasard un entier Y entre 1 et X. Déterminer la
loi et 'espérance de Y.

Q® Calcul d’une espérance f

Soit (X) rey une suite de va iid de la loi uniforme sur { -1, 1}. On pose, pour n€ IN*, S, ;= Xy +---+X,,.

Calculer E(cos(S, 1)) pour tout n € IN* et t dans R.

a Q® Centrale PSI-2015 f

Soit X1,...,X;, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant une loi de Bernoulli de para-
metre p. On pose U = (Xy,...,X,,) € 41 ,(R) etM=U"U.
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1. Déterminer la loi de probabilité de rgM et de tr M.

2. Vérifier que M? = (tr M)M et en déduire la probabilité que M soit une matrice de projection.

X Une répartition f

Soit n et a dans IN*. On pose N := na. On place indépendamment N boules dans 7 urnes, chaque placement
se faisant selon la loi uniforme.

Y
On note T; la variable valant 1 sil'urne i est vide, et 0 sinon. On note Y,, le nombre d'urnes vides, et S, := —-
n

1. Déterminer la loi des Tj;.

2. Déterminer E(S ;) puis la limite de (E(S;)) ;,elN-

a Q® Maximum d’un tirage uniforme ff
Soit pe N*, ne N* etYy, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [1, p].
p-1
1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [1, p]. Etablir que E(X) = PX> k).
k=0

2. On pose B, := max(Yy,...,Yy).
a. Calculer E(B,,) en fonction de n et p.

b. Déterminer un équivalent de E(B,,) quand p tend vers +oo.

a Q@ Plus petite boule tirée ff

On considere une urne contenant #z boules numérotées de 1 a n. On tire aléatoirement k € [1, n] boules en
une seule prise. On note X la variable aléatoire donnant le numéro de la plus petite boule tirée.

1. Déterminer les probabilités P(X > i) pour i € [1,n — k + 1] puis la loi de X.
2. En déduire EX).

10 QX< Number of runs in a coin tossing game ff

A biased coin is tossed n times, and heads shows with probability p on each toss. A run is a sequence of
throws which result in the same outcome. For example, the sequence HTHHTHTT contains 6 runs. Find
the expected number of runs.

11 RO Mines PC-2025

Soit N € IN*. Soit (Uj) ,civ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [1, N].
On note p I'espérance de U; et 62 la variance de Uj.
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Sn—n . 2
Pour n€ N*, onposeS,:=U; +---+U,etV, := 2n 7 oit £ € R. Montrer que E(e""") —— e
0'\/ﬁ n—+oo
Q@ ® ——— Distance et minimum de deux variables suivant une loi uniforme finie ff

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur I’espace probabilisé (Q2, 7, P), indépendantes, de méme loi
uniforme sur I'ensemble E = [0, n]. Soit Z et T les variables aléatoires définies par Z = [X-Y]| et T = inf(X,Y).

nn+2)
3(n+1)
2. En déduire E(T) et en donner un équivalent lorsque n tend vers l'infini.

1. Déterminer la loi de Z puis démontrer que E(Z) =

13 &S Graphes aléatoires d’Erd6s-Reyni fff

Un graphe est un ensemble de points, appelés nceuds, dont certaines paires sont reliées par un lien. Ces
liens sont appelés les arétes du graphe. La figure ci-dessous représente un graphe a 6 nceuds et 4 arétes :

& @
OISO
@ @)

Un graphe est dit aléatoire si les liens entre ses nceuds sont aléatoires. On notera E = [1, n] I’ensemble des
n nceuds ordonnés d'un graphe aléatoire G. Pour deux nceuds distincts i et j de E avec i < j, on définit la
variable aléatoire T; ; suivante :

{ 1 s’il existe une aréte entre les nceuds i et j
ij =

0 sinon

Un graphe aléatoire est dit de type ¢ (n, p) s'il possede n nceuds et vérifie les propriétés suivantes :
=> Les variables T; ; sont indépendantes;
= Deux nceuds distincts sont liés avec probabilité p €]0,1[.
= Un nceud ne peut pas étre relié a lui méme : ie T; ; = 0 pour tout i.
Les graphes aléatoires sont utilisés pour la modélisation de réseaux biologiques, sociaux ou de communi-

cation. Dans tout ce qui suit, on consideére un graphe aléatoire G de type ¥ (n, p).

1. Loi du nombre d’arétes. SoitX = Z T; j le nombre d’arétes de G.
1<i<j<n

a. Calculer I'ensemble des valeurs prises par X.
b. Montrer que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

2. On appelle nceud isolé de G tout nceud qui n’est relié a aucun autre noeud de G. Soit Z,, le nombre
aléatoire de nceuds isolés dans G.
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a. Soiti € [1, n]. Calculer la probabilité que le nceud i soit isolé. On pourra exprimer cet événement au
moyen des variables T; ; pour j <i, etT; ; pour j > i.

b. En déduire que E(Z,) = n(1 - p)”_l.

V(Zn)

E(Zn)

c. En appliquant I'inégalité de Tchebychev, montrer que P(Z, = 0) <

. . . Inn _
3. On suppose désormais que p est de la forme suivante: p,, =A——,ouA>0etn > 2.
n

a. Montrer que E(Z,) ot n'~*.En déduire le comportement asymptotique de E(Z;,).
— 100

0.

b. On suppose ici que A > 1. Déduire de la question précédente que P(Z,, > 1) —
—+00

c. Soit (7, j) € [1, nj? tel que i # j. Calculer la probabilité que les noeuds i et j soient isolés.

d. En déduire la valeur de E(Z%). Conclure que, si A < 1, alors P(Z,, = 0) —0.
— 100

e. Interpréter les résultats précédents en termes d’existence de noeuds isolés.

14 [eX Caractérisation d’une loi par ses moments fff

Soit X et Y deux va définies sur le méme espace de probabilisé fini et a valeurs dans le méme ensemble E de
cardinal 7 + 1. Montrer que X et Y suivent le méme loi si et seulement siVk € [1,n], E(X¥) = E(Y¥).

II. Chaines de Markov et marches aléatoires

15 Ko} Une chaine de Markov a deux états f

Soit (a, b) € (]Ri)2 telque a+b < 1. Un interrupteur admet deux positions que 'on note 0 et 1. Si, al'instant n,
il est en position 0, il sera encore en position 0 a I'instant n+1 avec la probabilité 1 — a et passera en position
1 avec la probabilité a. De méme, s’il est en position 1, il y restera I'instant suivant avec la probabilité 1 — b
et basculera en position 0 avec la probabilité b. Pour tout n € IN, on note X,, la position de l'interrupteur a
I'instant n et on pose u, = (PX, =0),PX, =1)).

1. Déterminer une matrice A telle que Vn e IN, u,4+1 = HsA.

a
2. On suppose que Xy suit la loi de Bernoulli 28 ( b)' Déterminer la loi de X,, pour tout n € IN.

a+
3. Dans le cas général, montrer que, pour tout n € IN, X;, suit une loi de Bernoulli dont on déterminera le
parametre p,,.

4. Etudier la convergence de la suite (p,,) eN.

5. Calculer, pour n € IN, la covariance des variables X, et X,,;1. Quelle est la limite de (Cov(X;;,X,,+1)) ?

16 R Un exemple de chaine de Markov ff
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On dispose de 6 boules noires et deux boules blanches que I'on répartit dans deux urnes U; et U,. On
suppose que U; contient 2 boules et que U, en contient 6. Soit E I'épreuve : on tire une boule de U; et une
boule de U,, on met celle de U; dans U, et celle de U, dans Uj;. Soit X;, le nombre de boules blanches dans
U, apres la n-ieme épreuve. On pose |, := (PX, =0),PX, =1),PX, =2)) € 4, 3[R).

1. Déterminer une matrice M € .Z3(R) telleque Vne IN, g4 = uyM.

2. Calculer E(X,,) pour tout n € IN et étudier son comportement quand n — +oo.

17 KX Marche aléatoire dans 7. ff

Un mobile évolue de facon aléatoire le long d'un axe gradué, d’origine O. A l'instant 0, il est en O. A chaque
instant k € IN, son abscisse varie de +1 avec la probabilité p et de —1 avec la probabilité g =1 - p, ou p
est un nombre fixé dans ]0, 1[. On note X, son abscisse au temps n. Pour tout i € IN*, on note ¢; la variable
aléatoire valant 1 si le i-eme déplacement se fait dans le sens positif et 0 sinon.

1. Déterminer les lois de €; pour i € IN*.
2. En déduire les loisde S, := €1 +--- + €, puis X,, pour tout n € IN*.
3. Calculer E(X;,) et V(X,,).

1
4. On suppose dans cette question que p > 5

En utilisant 'inégalité de Tchebychev, démontrer que P(X,, < 0) 0.

n—+oo

1 1
5. Quel est le comportement de la suite de terme général P(X;, < 0) dans les cas ot p < > etp= > 2

II1. Inégalités

18 RO Inégalité de Jensen f

Soit X une va finie et f une fonction convexe. Montrer que f (EX)) < E(fX)).

19 §&S Un intervalle de confiance f

On lance n fois une piéce équilibrée. Déterminer une condition suffisante sur n pour que la fréquence
d’apparition de face soit comprise entre 0,45 et 0,55 avec une probabilité au moins égale a 0,90.

20 pXc First and second moment principle f

Let X be a random variable on a finite probability space (Q, P).
1. Suppose the values of X are non negative integers. Prove that P(X > 0) < E(X).

LLG € HX6 6
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E(X)?

2. Suppose that E(X) > 0. Prove that P(X > 0) > (XZ) .

£

21 KXo Inégalité triangulaire f

Soit X et Y des variables aléatoires et (i, v) € R%, a > 0 et b > 0. Montrer que

PIX+Y-u—-v|i>a+b)<P(X-ul>a)+P(|Y—-v|>Db)

22 QXS Borne de Chernov pour la loi binomiale ff

Soit ne IN* et Xy, ..., X, des va iid suivant la loi Z(p) ou p €]0,1[. On pose S, :=X;+---+X,etg:=1—-pet
on fixe un réel x dans R 7.
E(exp (A(S,,—np)))

1. Montrer que pour tout A >0, onaP(S,—np > nx) < .
exp(nAx)

2. Etablir la relation E(exp (A(S, — np))) = e "™*? (pe)‘ + q)n.

)\2
3. Pour tout A >0, on pose W(A) =In(pe! + q) — Ap. Montrer que YA >0, w(A) < e

4. En déduire I'inégalité P(S, — np > nx) < e 2nx", Comparer avec I'inégalité de Tchebychew.

23 XKoo Inégalités de Young et de Holder d’apres X PC-2015 ff

1 1
Soit X et Y deux va positives finies et (p, g) € (Rj‘r)z tel que — + 5 =1.
p

1. Montrer que Y (x, y) € (R,)?, x/Pytd < ad %
p
2. Montrer que E(XY) < E(XP)/PE(y9)"7.
24 LR Inégalité de Cantelli ff

Soit € > 0 et X une variable aléatoire sur un espace probabilisé fini.

o o VX) + x?
1. Etablir au moyen de I'inégalité de Markov que Vx>0, PX-E(X) > ¢€) < Gro?
X+e
o V)
2. En déduire que PX-EX) > ¢) < ——-
V(X) + €2
) 2V(X)
3. Démontrer que P(X-EX)| 2 ¢) < ————-
V(X) + €2

4. Quand cette inégalité est-elle plus fine que celle de Bienaymé-Tchebychev ?

LLG € HX6 7



2025-2026 Laurent Kaczmarek

IV. Fonctions génératrices et caractéristiques

25 NXO Fonction génératrice d'une va a valeurs dans N f

Pour toute variable finie X a valeur dans IN, on note Gy la fonction définie sur R par Gx () = E(X).

1.
2.

Calculer Gy dans le cas ou X — #A(p), X — H(n, p) et X — % ([0, n]).

Soit X et Y des variables finies a valeurs dans IN. Etablir que X et Y suivent la méme loi si et seulement si
Gx = Gy.

3. Soit X et Y des variables finies a valeurs dans IN et indépendantes. Démontrer que Gx+y = GxGy.

. Soit n€ IN* et X, ..., X, des variables finies a valeurs dans IN et indépendantes. Exprimer Gy, +...+x, €n

fonction des Gy;.

. Soit X une variable finie a valeurs dans IN. Vérifier que E(X) = G&(l). Exprimer de méme V(X) au moyen

des dérivées de Gy.

. On suppose que X — #(n, p) etY — H(m, p) avec m et n dans IN* et p €]0,1[, et X et Y sont indépen-

dantes. Déterminerlaloide S =X+Y.

. Soit ne€ N* et (Xy,...,X};) une famille de variables iid dont la loi est déterminée par :

PXi=0)= o PXr=1)= 2, PX,=2) =2 PXp=3)=—
k=T o PRk N T o PRk T Al T oo BT T 00

Déterminerlaloide S, =X; +...+X,,.

il © @ ————— Fonction caractéristique d’une variable aléatoire, d’aprés X PC-2019 ff

Pour toute va X a valeurs réelles, on définit sur R la fonction caractéristique de X par Fx : ¢ — E(e
1.
2.
3.

itX)
Montrer que deux va réelles X; et X, suivent la méme loi si et seulement si Fx, = Fx,.

Que valent les dérivées F)((k) (0) pour une va X a valeurs réelles et k€ IN ?

Soit Y; et Y, deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi.
a. Donner une CNS sur Fx pour qu'une va X soit symétrique.

b. Montrer que Y; — Y, est symétrique.

27 NEKO] XMP-2018 ff

On prend deux dés a 6 faces numérotées de 0 a 5. Montrer qu'’il est impossible de piper les dés de sorte que
leur somme suive la loi uniforme sur [0, 10].

V. Problemes

LLG € HX6 8
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28 KO Lois d’especes et d’abondances d’espéces

Soit 0 un réel strictement positif.

Des individus numérotés 1,2,...,n,... arrivent successivement dans une salle de restaurant contenant
une infinité de tables infiniment longues. Le premier individu s’assied a une table. Pour tout entier k > 1,
lorsque I'individu k + 1 arrive :

= il choisit au hasard un des k convives déja attablés avec la probabi-
lité
k+0

et s’assied a la méme table;

= ou il occupe une nouvelle table avec la probabilité

0
k+6

indépendamment de ce qui s’est passé avant.

Lentier Y,, désigne le nombre de tables occupées lorsque n convives sont installés et pour 1 < i < n, on
note ¢q,; =P(Y, =1).

Ce modéle est utilisé pour décrire la loi du nombre d’espéces et des abondances respectives de chaque
espece, dans un échantillon de n individus.

Partie I - Etude en loi

n!
n+0)(n-1+0)---(1+0)°
en
n+0)(n—1+0)---(1+0)°
3. Soit n € IN*. Pour tout i € [2, n], trouver une relation entre ¢q,+1,i, qn,i €t gn,i—1 en appliquant la formule
des probabilités totales.

1. Montrer que Vne IN*, g,41,1 =

2. Montrer que Vn e N*, gpi1,041 =

n .
4. Soit G, le polynéme générateur de Y,, défini par G,(X) := Z qn,iX'.
i=1
a. Déterminer G; (X).

. . 0X+n
b. Etablir que, Vn > 1, G411 (X) = 6TGn(X).
n

L, (6X)
Ln(©)
d. Soit n € IN*. Justifier que le polynéme L,, détermine la loi de Y.

c. Soit n € IN*. En déduire un polynéme L, tel que G,(X) =

5. Déduire de ce qui précede que, pour tout n € IN*,

n-1 0 n—1 0 0
E = P V(Yy,) = P — ].——_
(n) ;’)9+i (Yn) ;’)0+l( 6+z)

LLG € HX6 9
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Partie II — Etude asymptotique

1. Dans cette question, on cherche a retrouver par une autre méthode |'espérance et la variance de Y,,.

a. Soit n € IN*. Montrer, a partir du modele, que Y, =€; +--- + €, ol les €; sont des variables aléatoires
de Bernoulli indépendantes dont on précisera les parametres.

b. Retrouver par cette méthode les valeurs de E(Y,) et de V(Y,) pour tout n € IN*.

2. a. Montrer que, pour tout n € IN*,

n-1

dx

"0
f dX<E(Yn)<l+f
0

0+x 0 0+x

b. En déduire un équivalent de E(Y,) quand » tend vers +oo.

c. Etudier le comportement asymptotique de la différence V(Y,) — E(Y,) et en déduire un équivalent
de V(Y,,) quand n tend vers +oo.

d. Montrer que, pour tout € >0 et tout n € IN tel que n > 2,

Y Y E(Y E(Y
p( " _g %) < p( n _ B(Yn) ;)w( B, o 25)
Inn Inn Inn 2 Inn 2
e. En déduire que, pour tout € > 0,
Y
P( z —e' > e) 0
Inn n—+0o
il 0 @ —————— Divisibilité de sommes de variables aléatoires i.i.d. et entiéres f-ff
Dans tout ce probléeme, on fixe n € N* et Yy, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes et suivant la

méme loi a valeurs dans IN définies sur un méme espace probabilisé (2, P) fini. On pose

n
Sp=Yi+-+Y, =) Y
k=1
On supposera que Y;{(Q2) = [0,N—1] avec N € IN tel que N > 2 et on posera
Vke[0O,N-1], pr:=P(Y; =k)

Dans ce probleme, on notera G le polyné6me générateur de Y; et G, celui de S,,. On rappelle la définition du
polyndme générateur Gz d'une variable aléatoire Z: Q — IN :

VteR, Gz(t) = Y. PZ=k)tF
keZ{Q)

cette somme étant finie car Q est de cardinal fini. Ainsi, avec les notations précédentes :
N-1
VteR, G(t) = ) prt*
k=0
On fixe m dans IN*. L'objectif du sujet est d’établir de plusieurs facons et sous certaines hypotheses que

LLG € HX6 10
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1
PS,=0[m]) —— —

n—+oo m

ou (S, = 0[m]) est’événement « S, est divisible par m ». On donnera de plus une estimation de la vitesse
de convergence dans un cas particulier.

Partie I — Préliminaires

On regroupe dans cette partie quelques résultats classiques sur les fonctions génératrices et les nombres
complexes.

1. Dans cette question, on considere des variables aléatoires Z, Z1, Z, a valeurs dans IN, ne prenant qu'un
nombre fini de valeurs.

a. Vérifier que Vre R, Gz(1) = E(%).
b. Justifier que Z; et Z, suivent la méme loi si et seulement si Gz, = Gz, .
c. Déterminer Gz lorsque Z suit la loi Z(p), avec p € [0, 1].

d. Déterminer Gz lorsque Z suit la loi #(n, p), avec p € [0, 1].

e. Justifierque P(Z = 0[2]) = Gz(1) +2Gz(—1).

f. Démontrer que, si Z; et Z, sont indépendantes, alors Gz,+z, = Gz,Gz,.

g. Justifier que G,, = G” (cf. le préambule pour les définitions de G et G,,).
h. Comment peut-on retrouver le résultat de la question I.1.d. a partirdu I.1.c. ?

2. Soit ne IN* et zy, ..., z, dans C*. Pour tout k € [1, n], on note z; = pre’ avec (py,0r) € R* x R.
2
= Z PiPecos(Ox — Op).

1<k, l<n

n
a. Etablir que Zr

k=1

b. En déduire que

n
> 2k
k=1

n
=) lzkl < 67 ="---=0,[27]
k=1

Partie II — Quelques stratégies de résolution dans le cas m =2

Dans cette partie, on note p := P(Y; = 1[2]) et on suppose que 0 < p < 1.

Les trois questions suivantes sont indépendantes et résolvent le probléme en suivant trois stratégies diffé-
rentes.

1. On reprend ici les notations du préambule sur les fonctions génératrices de Y; et S,,.

1+G(-1D"

a. Vérifier que P(S, = 0[2]) = %
Ly 1 1
b. En déduire que P(S,, =0[2]) —— - etP(S§, =1[2]) —— —-
n—+oo 2 n—+oo 2

LLG € HX6 11
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n
2. Onpose 0y, := Z Ty, =112p-
k=1

a. Justifier que la variable aléatoire o, suit la loi 28(n, p).
b. Etablir que P(S,, = 0[2]) = P(c, = 0[2]).
c. En déduire une nouvelle démonstration des résultats établis au II.1.b.
INDICATION : On pourra utiliser la fonction génératrice de o .
3. On pose uy := P(S, = 0[2]) pour tout n € IN*.
a. Etablir que, pour tout n€ N*, w1 = (1—p)uy+ p(l—uy).

b. En déduire 'expression de u, en fonction de n € IN* et p, puis retrouver le résultat du II.1.b.

Partie III - Etude du cas m = 3 via les chaines de Markov

=

. ; 2
Dans cette partie, on suppose que pop; #0, on pose j := e 5 et on note

ap ap d a)
Vrel0,2], a, =P(Y1=r[3]) et p:=|a et Mi=|a; ay ax

ay ay a) dy

Pour tout 12 € IN*, on pose i, := (P(S, = 0[m]),P(S, = 1[m]) ,P(S, = 2[m]))"
1. Justifier que apa; # 0.
2. Etablir que Vn e IN*, g,y = Mu,.

INDICATION : Utiliser le systeme d’événements complet { (Y,+1 = r[3]); r € [0,2] }.

001
3. OnposeK:=[100|, fo:=(1,1,1)7 , fi:=(Lj%))" et fo:=(1,4,j2)"
010
a. Démontrer que (fy, f1, f>) est une base de C3.
b. Exprimer K fy, Kf; et Kf, en fonction de j, fo, fi et fo.

c. Soit (xg, a1, a2) € C3 tel que p = o fo + a1 f1 + a2 fo. Démontrer que
VPeRIX], P = aoP(1) fo +aq P (j) i + P (j2) azfo
d. TrouverI' € R,[X] tel que M =T'(K).

1
e. En déduire que Vr € [0,2], P(S, =r[3]) —— =

n—+oo 3
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Partie IV - Etude du cas général via les fonctions génératrices

2i

Dans cette partie, on suppose que pop; #0.Onposew:=em

:i

1. On fixe k dans IN. Démontrer que

mal o, m sik = 0[m]
2 0=
n 0 sinon
2. En déduire que
1 m-—
P(S, = 0] m])—gg (0 )
1
3. En déduire que P(S,, = 0[m]) —— —-
n—+oco m

Partie V — Etude de la vitesse de convergence dans le cas de variables de Bernoulli indépendantes

Dans cette partie, on suppose que les Y; suivent la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[. On pose g := 1—p.

1. On reprend les notations de la partie IV. Vérifier que

m— n
YnelN', B(S, = 0lml) - - = Z (po'+aq)

1
m
2. Soitle[l,m—1].

. 2 )
a. Etablir que ‘pwe+q‘ = 1-4pgsin® (—n)
m

2t
b. Démontrer que, pour tout ¢ € [0, 5], sint > —

3. En déduire que
1 8pq
PS,=0m])——| < exp ——n
m m?

30 ReXO) Marches aléatoires dans 7% avec d € [1,3] I-fff

Soit p € [0,1]. Une variable aléatoire X suit la loi Z(p), dite de Rademacher de parametre p, si elle est a
valeurs dans la paire { — 1,1} et vérifie

PX=1)=p et PX=-1)=1-p

L'objectif de ce probléeme est d’étudier les marches aléatoires en dimension un, deux et trois, et plus parti-
culierement d’estimer le nombre moyen de passages par l'origine.
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On établit dans la premiere partie un développement en série qui permettra cette estimation dans les par-
ties II et I1I, dédiées respectivement aux dimensions un et deux.

Le cas de la dimension trois, beaucoup plus délicat que les précédents, nécessite une approche différente
et sera traité dans la partie IV.

Partie I — Un développement en série

1. Démontrer la formule de Taylor avec reste intégral :

Pour ne N et f:[a,b] — R de classe €"*! aveca< b,ona :

no R (x0) Y(x-0"
Y (x, Xo) € [a, b)?, f(x) = Z fTo(x—xo)k + Ry (f)(x0,x) ou R, (f)(x0,x) I=f Tf(nﬂ)(t)dt
k=0 K Xo :
2. Dans cette question, on considére ne N* et f: [0,1[ — R et on fixe x dans [0, 1].
1
t —
1-1¢

a. Justifier que f est de classe € et que
1 [2n) [* _2n+l -
Rp-1(f)(0,x) = 4—n( n)fo nl-0""z2 (x-n"det
b. Démontrer que
* —2ntl n-1 n ! -n—-4 n-1
f nl—-6" 2z (x—1 dt:nxf(l—ux) 2(1-w" du
0 0
_ 1 1
c. Etablir 'existence d'un réel K, indépendant de n, tel que f (1-ux)""2(1-w" 'du < K.
0

1(2n 1
d. Rappeler sans démonstration I'équivalent de Stirling de n! puis en déduire que —( ) ~—
4]’1

n VTn

e. En déduire que

1 1 (2n
Vxel0,1[, :Z—( )x"

Partie II — Marches aléatoires dans Z

Soit Xp = 0 et (X;;) nen+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indé-
pendantes et suivant la méme loi Z(p) ou p € [0, 1]. On note

n n
VnelN, S, = ZX]C et N, := Z 1s,.=0)
k=0 k=0

La variable S, représente donc le point courant aprés n déplacements aléatoires selon 1 ou —1 (avec des
probabilités respectives p et 1 — p) en partant de 'origine sur la droite R.
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X;+1

1. Soit i € IN. Déterminer la loi de la variable aléatoire
2. En déduire que, pour tout n € N, S, est a valeurs dans {2k -n;kel0,n] } et

n

Vke[0,n], P(S,=2k—n) = (k

3. En déduire P(S,, = 0) pour tout n € IN.
1
4. On suppose dans cette question que p # >

a. Démontrer que p(1-p) € [0, 3]

1
b. En déduire que E(N,,) .

1
5. On étudie dans cette question le cas ou p = > Démontrer que E(N,,)

+00.
n—+oo

6. Interpréter ces résultats en termes de retours a |’origine de la marche aléatoire.

Partie Il - Marches aléatoires équilibrées dans 7

Soit Xg = (0,0) et (X;;) e+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, in-
dépendantes et suivant la méme loi uniforme sur A ot

A:={e;,—e1, e, —e2} et (e, ey) estlabase canonique de R?
On note O:=(0,0) et

n n
VnelN, S, = X et N, = 1
ne n ];) k € n kX::O (52k=0)

La variable S, représente donc le point courant apres n déplacements aléatoires selon ey, —ej, e2 ou —e»
(avec une probabilité }1 pour chacune de ces directions) en partant de I'origine O dans le plan R?.

1. Soit X une variable aléatoire suivant laloi % (A). On note X = (A, B) ou1 A et B sont les coordonnées de X.
Ce sont des variables aléatoires a valeurs dans {1,0, —1}.

a. Déterminer les lois des variables aléatoires A et B. Les variables A et B sont elles indépendantes ?

b. Démontrer que les variables aléatoires A+B et A—B suivent des lois de Rademacher (on déterminera
leur parametre) puis établir qu’elles sont indépendantes.

2. On écrit désormais X; = (A;,B;) pour tout i € IN ou A; et B; sont des variables aléatoires a valeurs dans
{—=1,0,1} eton pose C; :=A; +B; et D; = A; —B;.

a. Déterminer les lois des variables aléatoires C; +---+ C, et D; +---+ D, pour n € IN*.

2
1 (2
b. En déduire que P(S,;, =0) = 4Tn( n) pour tout n € IN.
n

3. Déterminer la limite quand 7 tend vers +oco de E(N,).

LLG € HX6 15



2025-2026 Laurent Kaczmarek

Partie IV — Marches aléatoires équilibrées dans 7.

Soit X = (0,0,0) et (X;),eIN+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
indépendantes et suivant la méme loi uniforme sur A ou

A:={e1,—e1, ez, —e2,e3,—e3} et (e, ey, e3) estlabase canonique de R3
On note O:=(0,0,0) et
n n
VnelN, S, = X, et Ny, := 1
n ];) k n ];) (52k=0)
1. Démontrer que, Vr e N, i! jlk! > (n!)3 pour tout (i, j, k) € N® tel que i + j + k = 3n.

INDICATION : Procéder par récurrence. Quitte a permuter les variables, on pourra supposer que k <
j < i.Pour passer durang n aurang n+1, on pourra remarquer que, sii+ j+k=3n+3,alorsi > n+1et
faire une disjonction de cas en remarquant que i! j! k! = i (i—1) (i—2) (i—3)! j' k! dansle casolii > n+3.

2. Justifier que
3n)!
vnelN, Y O _ g3
(4B iljlk!
i+j+k=3n

n

INDICATION : Dénombrer de deux fagons différentes I’ensemble [0, 2]3".

3. Etablir que, pour n€ NN,

(2n)! 1
P(S2,=0) = FTRPT R
n 62n (i,j%]l\ﬁ 1!2 ]!2 k!Z
i+j+k=n
INDICATION : Pour que Sy, = O, il faut et il suffit que, parmi les variables Xy, ..., X»,, il y en ait autant

valant e; que —ey, autant valant e, que —e; et autant valant e; que —es. En notant respectivement i, j
et k ces nombres respectifs,ona i+ j+ k= n...

(6n)!133"
(3n)!165" (n1)*
5. Etablir que, pour tout n dans IN* :

4. On pose, pour toutne N, M, := - Déterminer un équivalent simple de M,,.

1 1
PSe,=0) = @P(Sen—z =0) et P(Se,=0) = @P(San—4 =0)

0.

6. En déduire I'existence de ¢ € R tel que E(N,,)

n—+oo

INDICATION : On pourra comparer P(Sg;, = O) et M,,.
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VI. Indications

(1 )

La variable Y est de Bernoulli.

(2 i}

La variable P, est a valeurs dans {—1,1}.

8-

On peut modéliser I'expérience par Q := [1, n]!P! muni de I'équiprobabilité. La variable Y s’exprime faci-
lement au moyen des X et de fonctions indicatrices.

a-

Conditionner selon les valeurs prises par X.

8 -

On trouve (cos £)".

0 -

La variable rg M suit une loi de Bernoulli et tr M = X; +--- + X, est la somme de n variables i.i.d. de loi Z(p).

8 -

Au 1., on pourra s’aider des événements Ay : la boule k n'est pas dans 'urne i. Remarquer ensuite que
Y, =T +---+Ty.

B -

La formule donnant I'’espérance se comprend bien en sommant « par colonnes » :

PX>0)= PX=1)+ PX=2)+ PX=3)+
PX>1)= PX=2)+ PX=3)+
PX>2)= + + PX=3)+

EX) = PX=1)+ 2PX=2)+ 3PX=3)+

Il reste a formaliser. Reconnaitre une somme de Riemann au 2.b..
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8-
n+l

On trouve que E(X) = 775 en utilisant les P(X > i) et la relation

Elof-(e)

o -

Utiliser des fonctions indicatrices.

o -

Exploiter I'indépendance des U; pour calculer E(e!Vn).

5
n—i

Pouri#0,0ona(Z=1i) = |_|((X:i+k)ﬂ(Y:k))|_I|;]((Y:i+k)ﬁ(X:k)).

k=0 k=0
|-

La variable X suit la loi binomiale de parameétres (Z) et p.

o -

Pour l'implication non triviale, se ramener a systeme linéaire (dont la matrice est de Vandermonde) d’in-
connues P(X = x;) pour i € [0, n] ou bien utiliser les polynémes d’interpolation de Lagrange.

o -

On trouve A =

o -

Appliquer la formule des probabilités totales au 1.

@ -

OnaX, =2S,—-netS, suitlaloi B(n, p). Al'avant derniere question; on remarquera que

l-a a
b 1-b)

Xn
(Xn<0)C(I7—(2P—1)I =2p-1)

o -

C’est une application de la formule du transfert et de 'inégalité de convexité usuelle.
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o -

On trouve n > 1000 en appliquant I'inégalité de Tchebychev par la variable aléatoire égale au nombre de
face.

o -

In the 1., remark that P(X > 0) = P(X > 1). For the 2., show that X < X Tix~q;-

o -

Remarquer que ((X—-u|< a,|[Y-v|<b) c (X+Y-u—-vi<a+b).

B -

Au 4, on pourra simplement étudier une fonction.

8-

Au 1., on pourra se ramener a étudier une fonction de la variable y/x. Au 2., on remarquera que, lorsque
cela a un sens,

X Y _ XP . Y4
EXP)VP E(Y®)/a ~ pE(XP) gE(YY)

o -

Minimiser le majorant du 1. Cette inégalité est plus fine que celle de Tchebychev dans le casou e < o.

B -

Au 3, remarquer que t* et t¥ sont indépendantes pour tout £ € R.

o I

Utiliser un argument d’algebre linéaire au 1.

(27 I

Raisonner par ’absurde. On pourra par exemple utiliser les fonctions génératrices.

oo I

Les trois premieres questions du I. se résolvent en appliquant la formule des probabilités totales pour le
systeme complet d’événements ((Y,, = k)) ke1,n-

oo I8

Au IV.3., on utilisera le résultat fin sur I'inégalité triangulaire obtenu au I.
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o -

La partie IV. est tres difficile dans I'ensemble.
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