'Sl ALG 11 Polynémes

La géométrie est l'art de raisonner juste sur des figures fausses.
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I. Généralités

0@ Avis de recherche

Déterminer (a, b) € R? tels que X? + 2 divise X* + X3 + aX? + bX + 2.

Q® Un calcul de reste f

L kn kn
Soit 0 € R et n € IN. Déterminer le reste de la division euclidienne de H (sin (—) X+ cos (—)) par X2 +1.
=1 n n

Q® Coefficients d’'un produit f

Soit n € IN. Déterminer les coefficients de P = (1 +X +--- +X”)2.

B X PC-2008 ff

Soit P € R[X] unitaire de degré n. Si a € R, on pose Q,(X) =PX + a).

Montrer qu'’il existe r € R tel que, pour tout a > r, Q, a tous ses coefficients positifs.

Q® Polynémes divisibles par leur dérivée fff

Déterminer les polynomes P de R[X] divisibles par leur polynéme dérivé P’.

a Q® Polynémes a valeurs prescrites fff

Pour tout polynome P, on note P le polynéme dont les coefficients sont les conjugués de ceux de P.

1. Soit P € C[X] tel que P(C) c Q). Montrer que P € Q[X].
2. Déterminer les polynémes P € C[X] tel que P(C) = C.
3. Soit P € C[X] tel que P(U) c U.

—(1
a. Démontrer que Yz e U, P(z) z4P (—) =z%oud:= degP.
z

b. En déduire que P est un monome.

c. Déterminer tous les polynémes P € C[X] vérifiant P(U) c U.

Q@ Polynomes réels a valeurs positives —- X PC-2012 fff

1. Soit (a, b, ¢, d) € R[X]*. Montrer que (a® + b*)(c? + d°) estla somme de deux carrés de R[X].
2. Soit P € R[X] non constant tel que Vx € R,P(x) > 0. Montrer que 3(A, B) € R[X]?, P = A% + B2,
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II. Racines
a Q® Racines simples
n Xk
Soit n € IN. Le polynéme P,, = Z o possede-t-il une racine multiple ?
k=0 %
a Q@ Une décomposition remarquable f
X XX+1)---X+n-1
Soit n € IN*. Décomposer P, := 1+ T +...+ ( ) E ) en produit de facteurs irréductibles sur R.
! n!
10 [eX) Un peu d’arithmétique f

Soit P(X) =X° -X? + 1 € RIX].
1. Montrer que le polynome P(X) admet une unique racine réelle et que celle-ci est irrationnelle.

2. Montrer que le polynéme Q(X) = 2X® —X? — X — 3 a une racine rationnelle que I'on calculera. En déduire
sa décomposition en produit de facteurs irréductibles dans C[X].

11 R Calcul d’un produit f
Soit P:=X1% 12X +3 et zy, ..., 100 les racines complexes de P.
1. Factoriser X2 + 1 en produit d’irréductibles sur C.
100
2. En déduire que [] (1+2}) =26.
k=1
12 [eX Racines n-éme de I'unité f
Soit n € IN*.
1. Rappeler sans démonstration la décomposition de X" — 1 en produit d’irréductibles sur C.
n-1 2ikn
2. En déduire une simplification de H (a — beT) pour (a, b) € C2.
k=0
13 [eXO En quéte d’une racine double f

Pour tout a dans C, on pose P, =X* +8(1 — )X + a.
1. Soit a € C. Calculer le reste R, dans la division euclidienne de P, par P/,.

2. Déterminer les a dans C tels que P, admette une racine double.
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14 KO Localisation des racines ff

Montrer que P := 2X® — X% + 1 admet une racine réelle a et deux racines non réelles p et B, toutes trois de
module strictement inférieur a un..

III. Relations coefficients-racines

15 [eX Relations coefficients-racines f

Déterminer les racines de P := X* — 5X3 + 9X? — 15X + 18 sachant que le produit de deux d 'entre elles vaut 6.

16 XS Relations coefficients-racines ff

Soit P = X3 4+ 6X? + 2X + 1. Trouver Q € R[X] dont les racines sont les carrés de celles de P.

vl O ® Calcul de ((2) fff

Soit ne IN*.

sin2n+1)x 3

1. Déterminer un polynome P, € R[X] tel que Vx € R \ nZ, =P, (cotan®x).

Sin2n+1 X
2. Déterminer les racines de P,, puis calculer leur somme.

T
3. Prouver que Vx € ]0, ) [ ,sinx < x < tanx.

4. En déduire que

an 3

n2n-1 & (2n+ 1)2 n2n+2)
_ < < .
k=1

T[2

1 +00
5. Montrer que ) 12 converge et que Y Z° %
k=1

IV. Familles de polynomes

18 [9X Etude d’une suite de polynémes

Considérons la suite de polynomes définie par récurrence de la facon suivante
Po=1letV kelN, Pryy = (1+X%)P) — 2k + D)XPy

Calculer le degré et le coefficient dominant du polynéme Py.
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19 R Back to Tchebychev f

Soit (T,) >0 la suite de polynomes réels définie par Top =1, Ty =X et Vne IN*, T, =2XT,, - T)_1.
1. Préciser, pour tout n € N, la parité, le degré et le coefficient dominant de T,,.

2. Montrer que, Vn >0, Vte R, cosnt =T, (cos?).

20 feKO] Polynémes d’Euler ff
PX+1)+PX
Soit ¢ I'application de R[X] dans R[X] définie par VP € R[X], ¢p(P) := %
1. Démontrer que ¢ est un automorphisme de R[X].
Xn

2. Pour tout n € IN, on note U, 'unique polynéme de R[X] tel que $(U,) = —
n!

a. Démontrer que Ug=1et, Vne N*, U,(0)+U,(1)=0et Uﬁl =U,_1.
b. Etablir que, Vne N, U,(1-X) = (-1)"U,X).

21 MO Les polynémes de Tchebychev fff

Soit n € IN.

1. Montrer qu’il existe un unique polynéme réel T, tel que, V¢ € R, cosnt =T, (cos?).
Expliciter Ty pour k < 3.
Pour tout n € IN*, trouver une relation entre T,,.1, T,, et T;,_1.
Préciser, pour tout n € IN, la parité, le degré et le coefficient dominant de T,.
Déterminer les racines de T,. On précisera les ordres de multiplicité.

Etablir que, pour tout 1 > 2, (X* — 1) T}, + XT}, — n*T,, = 0.

U O

n
7. Onpose T, = Z a;X*. Déduire de ce qui précede une relation entre ay., et ay.

k=0
n—k-1)!
8. Prouver que Vk € IN tel que 2k < n, a,_s; = (—1)’“712”‘1‘2’“;,
k!(n-2k)!
V. Equations
22 Qo La conjugaison est-elle polynomiale ? f

Existe-t-il un polynéme P € C[X] tel que Vz € C, P(z) =z ?
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23 XKoo Polynémes de valeur absolue constante f

Déterminer les polynomes P € R[X] tels que Vx € [0,1], [P(x)| = 1.

24 QXSO Polynémes et racine carrée f

Démontrer qu’il n’existe aucun polyndéme P € R[X] vérifiant Vk € IN*, P(k) = V k% + 1.

25 XS Quelques équations ff

Résoudre les équations d'inconnue P € R[X] suivantes :
1. X+3)PX) =XPX+1); 2.P(X3)=(X2+1)PX); 3. (P)°=4P; 4.P(X2+1)=PX)2+1etP(0)=0;
5. PoP=P; 6.QX+a)+QX-a)=2QX) otacR*.

26 QKO Mines PC-2019 ff

On note E I'équation P (Xz) =PX)P(X + 1) d'inconnue P € C[X]. Dans les quatre premieres questions, on
considére une solution P non nulle de E.

1. Montrer que P est unitaire.
Démontrer que 'ensemble des racines de P est stable par 'application p : z — z°.
Soit A une racine non nulle de P. Montrer que |A| = 1.

Déterminer ’'ensemble {z€ C; |z| =|z—1| =1}.

AR S B\

Résoudre I'’équation E.

VI. Aspects linéaires

27 NS Interpolation avec condition sur la dérivée f

On consideére xy, ..., X, des nombres complexes deux a deux distincts et yy, y(’), eeo Yn» ¥, dans C.

Montrer que 3'H € Cyp,+1 [X] vérifiant Vi € [0, ], H(xg) = yx et H' (xi) = y;..

phll O @ Calcul d’'une dimension f

n
Soitne N* et A = {PeR,[X]; Y PP1) =0}
k=0

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de R, [X]. Déterminer sa dimension.
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2. Soit k € [1,n]. Déterminer A N Vect (1, X — 1¥).

3. En déduire une base de A.

29 ReXO] Mines PC-2019 f

Pour n e N et (ay, ..., a,) € C[X], on note ¢ 'endomorphisme de C[X] définit par

GP) =) arPX+k)
k=0

Déterminer une CNS sur (ay,..., a,) pour que ¢ soit un isomorphisme.

30 X Mines PC-2019 ff

Soit n € IN et ¢, 'endomorphisme de R, [X] défini par ¢, (P) =P —P’.
1. Montrer que ¢, est bijectif.
2. Soit Q € R[X]. Montrer I'existence et I'unicité de R € R[X] tel que R—R' = Q.
3. Onreprend les notations de la question précédente.

a. On suppose que Yx € R, Q(x) > 0. Montrer que Vx € R, R(x) > 0.

b. On suppose que R est scindé a racines simples sur R. Montrer qu’il en est de méme pour Q.

31 K< Une base ff

Soit n € IN et pour tout k € [0, n], Pi := (X + k)"*. On considere (A, ...,A,) € R"*! tel que

AOP0+'--+)\nPn:0

n n
1. Démontrer que Yme [0,n], Y A(X+ k)" =0puis ) Ak =0.
k=0 k=0

n
2. En déduire que YQ € R, [X], D AxQ(k) =0.
k=0

3. Etablir que (Py,...,P,) est libre.

LLG € HX6 7
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VII. Problémes

32 o Quelques applications des polynémes de Tchebychev

Ce probleme porte sur la famille des polynémes de Tchebychev (T,) ,eN, définie par la relation de récur-
rence suivante :
To:=1,T1:=X et VnelN, T,,o:=2XT,11—-T,

Apres une étude spécifique, nous en donnerons deux applications classiques a la trigonométrie (théoreme
de Niven) et a I'analyse (minimum de la norme infinie sur [-1, 1] pour P unitaire de degré n).

La partie II sur le théoreme de Niven étant sensiblement plus délicate, IL EST CONSEILLE DE NE L’ABORDER
QUE SI TOUT LE RESTE DU DEVOIR A ETE INTEGRALEMENT TRAITE. La partie III est indépendante du II.

Partie I — Propriétés usuelles des polynomes de Tchebychev

1. Calculer Ty, T3 et Ty.

2. Soit n € N*. Démontrer les propriétés suivantes :

a. T, estde degré n; d. Tous les coefficients de T,, sont dans Z;
b. T, est de coefficient dominant 2"~ 1; e. T,(1)=1.

c. T,(-X)=(-D"T,X);

3. Montrer que, pour tout (m, n) € IN? tel quem<n, 2T, T =Tnim+Thn-m-
4. En déduire que V(m, n) € N2, T,,,0T,, = Tonn.
5. Prouver que, pour tout a € R et pour tout n € IN, T, (cosa) = cos(na).
1%
6. Prouver que, pourtoutne N, T, = Z
k=0

n
2k

7. Montrer que, pour tout n € IN*, T, est scindé sur R, a racines simples dans ] -1, 1[.

(X2-1)Fx"2k,

Partie II — Application au théoréme de Niven

0
SoitB e R tel que — e QQ et cosO € Q).
T

r
On considere (p, g) et (r, s) dans Z x IN*, couples d’entiers premiers entre eux, tels que 6 = JIB etcosf=—-
s

1. En calculant T,4(cos0), justifier qu’il existe k € IN tel que s = 2k,

2. On suppose dans cette question que k € IN*. Justifier que cos(20) est rationnel, et que I'écriture irréduc-
tible de cos(20) possede 22¢~! comme dénominateur.

LLG € HX6 8
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1 1
3. Apres avoir montré que {Cos(pO) s PE ]N} est fini, établir que k < 1, puis que cosf € {—1, —5 0,-,1 }

2
Autrement dit, parmi les angles multiples rationnels de 7, les seuls dont le cosinus est rationnel sont
. L. T T2 .
les solutions évidentes 0, 333" Tt et tous ceux qui leur sont congrus modulo .

1 1
4. Montrer que, pour tout n € IN tel que n > 3, — Arccos — est irrationnel.
B8 n

Partie III — Application au calcul de Pian 1Pl oo
€U
Pour P € R[X], on note ||Pllo := max{ [P(#)|; £ € [-1,1]}.
Dans cette partie, on fixe n € IN*.

1. Calculer || Tyl -
kn
2. Pour k € [0, n], on note x; := cos e Soit P € R, [X], de degré n, de coefficient dominant A.

Al
on—-1
Quitte a considérer —P, on peut imposer sans perte de généralité que A > 0.

Le but de cette question est de prouver que [Pl =

: A _
On raisonne par ’absurde en supposant que ||P|l < ST et on pose Q := 2" 1P - AT,,.
a. Pour tout k € [0, n], déterminer T, (xi).
b. Justifier que Q € R,,—1[X], et pour k € [0, n], déterminer le signe de Q (xg).
c. Conclure.

3. On note %, 'ensemble des polyndmes unitaires de degré n de R[X]. Déterminer irg 1Pl o
EUn

33 KX Introduction au calcul ombral dans R, [X]

Dans tout ce probleme, on fixe n dans IN.

Pour tout a € R, on considere les applications d’évaluation en a et de translation selon a :

e;: R, X — R et 14: R,[X] — R,[X]
P — P(a) P —PX+a)

On note également D : R, [X] — R, [X] I'application de dérivation usuelle.

Ces applications sont linéaires, on ne demande pas de le vérifier.

LLG € HX6 9
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Partie I — Lalgebre ombrale .7,

n
Pour tout u:= (uy,..., u,) € R"*!, on définit 'application fu:= Z uka eton note .%,, := {fu; ueR"! }
k=0

Par exemple, pour n:=3 et u:= (1,-2,1,3), ona f,(P) =P —2P' + P" + 3P® pour tout P dans R3[X].
1. Montrer que, pour tout u € R"*!, 'application f,, est un endomorphisme de R, [X].
2. Soit u:= (u, ..., u,) € R"*1. Calculer, pour tout k € [0, 1], (ego fu,) (X).
3. Etablir que I'application suivante est linéaire et injective :
A: R™ — Z(R,[X])
u [ — th

4. Justifier que .7, est un sous-espace vectoriel de .Z (R, [X]). Quelle est sa dimension ?
5. Justifier que .7, est une sous-algebre de .Z (R, [X]), i.e. est stable par la composition et contient idR,,x]-
6. Soit u = (ug,...,u,) € R”*! non nul. On note i := min{k € [0, n]; ux # 0}. Montrer que

degP—-i sii<degP

VP € R, [X], deg f.(P) :{ 8 s
—00 sii>degP

On dira que i est’ordre de I'opérateur f,.

7. On suppose dans cette question que n est non nul. Expliciter un endomorphisme v de R, [X] qui n’ap-
partient pas a la sous-algebre .%,,.

Partie II - Application aux formes linéaires sur R, [X] et au commutant de ’ensemble des translations

1. Détermination de .Z (R, [X], R).
a. Démontrer que 'application suivante est bien définie et linéaire :

0: R*"! — ZMR,X],R)
u —epofy
b. Etablir que .Z(R,,[X],R) = {epo f; f € Fn}.
2. Endomorphismes de R ,[X] commutant avec les translations. On note
Cni={0e LRuX);VaeR, pota=T400}

Lobjectif de cette question est d’établir que 6, = %,.
a. Montrer .%, c %,. Dans les deux prochaines questions, on fixe ¢ € Z (R, [X]).
b. Montrer qu'il existe f € .7, tel que ego f = ego ®.
c. On suppose dans cette question que ¢ € 6. Montrer f = ¢ puis conclure.

INDICATION : On pourra remarquer que, pour tout réel a, eyo 1, = e,.
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Partie III — Formules de Taylor et de Newton généralisées

Dans cette partie, on suppose que n € IN* et 'on fixe un élément f € .%,, d’ordre 1.

1.
2.
3.
4.

Déterminer une base et la dimension de Ker e.

Déterminer les sous-espaces vectoriels Im f et Ker f. INDICATION : Se souvenir que f est d’ordre 1.
En déduire que f induit un isomorphisme de Ker ¢; sur R,,—; [X]. On le notera f

En déduire qu'il existe une unique famille (Qy,...,Q,) de polynomes de R, [X] telle que

i) Q=1; ii) Vke[1,n], Qr(0)=0; iii) Vk € [Lnl, fQp =
kQp-1.

et montrer que cette famille est une base de R, [X].

. Montrer la formule de Taylor généralisée :

2 ey (f(P))

VPER,X], P = ), ———Qx
k=0 :
. Montrer la formule de Newton généralisée :
2 £k
Vkelo,nl, V(xy) €R%, Qelx+y) = ) | | |Qe()Qu-e(y)
=0

INDICATION : On pourra appliquer la question précédente a T,,(Qx) ou y € RR.

LLG € HX6 11
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VIII. Indications

(1 )

Calculer le reste dans la division euclidienne de X* + X3 + aX? + bX + 2 par X2 + 2.

8-

Exploiter les racines de X? + 1.

8 -

Appliquer la formule du cours.

g -

Formule de Taylor en a : les coefficients sont des dérivées en a.

(5 o

On peut procéder a une analyse. En supposant que P = QP’ avec Q € R[X] et degP > 1, on adegQ = 1 donc
Q aune racine réelle a. Intéressez-vous (par exemple) a la multiplicité de a dans P.

O -

Utiliser les polynomes de Lagrange au 1. et le théoreme de D’Alembert-Gauss au 2.

7 s}

Au 1., on pourra utiliser le fait que a? + b*> = |a + ib|? pour trouver la relation. Décomposer P en produit
d’irréductibles sur R au 2.

B -

Une racine de P, dont la multiplicité est supérieure a 2 est aussi une racine de P),.

B -

On commencera par Py, Py, etc.

o -

Raisonner par I'absurde au 1.

o -

Le produit vaut P(-1)P(— j)P( - j?).

LLG € HX 6 12
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5
n-1

OnaX"-1=1]] (X—ezilfn).

k=0
5

Faire le lien entre les racines multiples de P, et 'unique racine de Ry.

o -

Encadrer a en utilisant des théoremes d’analyse puis s’aider du produit des racines de P pour majorer |f].

o -

Exploiter les relations coefficients-racines. On trouve 2,3, +i+/3.

o -

Exprimer les coefficients de Q(X) = (X — a?)(X - b?)(X - ¢?) en fonction de a, b et c.

1

Exploiter les relations coefficients-racines.

o -

Pour tout k € IN, Py est de degré k et de coefficient dominant (— Dk

o -

T, a la parité de n, son coefficient dominant vaut 2"~! pour n € IN* et il est de degré n. Raisonner par
récurrence au 2.

o -

Au 1., on pourra remarquer que ¢ induit un endomorphisme sur R ,[X] pour tout entier naturel 7.

o -

Raisonner par récurrence au a. On trouve T, = 2XT,, — T,_;. Ne pas raisonner par récurrence au f.

e -

La réponse est négative : raisonner par ’absurde.

e -

On remarquera que P? est un polynéme.

LLG € HX6 13
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i I

Raisonner par I'absurde en considérant P

& -

Rechercher le degré d'une éventuelle solution non nulle.

o -

Remarquer que si z est une racine de P, alors z% aussi, donc z* aussi, etc. De plus, si P est non nul, P admet
un nombre fini de racines.

e -

Reformuler la proposition a démontrer en terme de bijectivité.

oo I

Remarquer que A est le noyau d'une forme linéaire.

(29 I

Que dire de I'application ¢ si elle conserve le degré ?

o -

Au 3.a. et 3.b., on pourra considérer x — e *R(x).

o -

Au 3., on pourra utiliser les polynémes d’interpolation de Lagrange.

LLG € HX6 14
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