LYCEE LOUIS-LE-GRAND

INTERROGATION FANTOME

Compilation

Une homographie

+1
Soit f I'application de R\ {1} dans R définie par f(x) = f—

1. f est-elle injective? f est-elle surjective?

2. Montrer que f est une bijection de R\ {1} dans R\ {A}, ot A est un réel que I'on précisera, et donner la
bijection inverse.

Un théoréme de factorisation

Soit E, F et G trois ensembles non vides, f:E — F et g: E — G. Montrer que

(3n:F—Gtelleque g=hof) < VY(x,x)eE? (f(x) = f(x) = g(x) = gx)

Lapplication f : R? — R? définie par (x, y) — (x, xy — y°) est-elle injective ? surjective ?

n Opérations sur les ensembles

On suppose que ANB=AnCetAuB=AuUC. Montrer que B =C.

Variations sur les opérations du cours f

Soit f:E — Fet g:F — G deux applications. On note h = go f. Démontrer que :
1. Si h est surjective et g est injective, alors f est surjective.

2. Si h estinjective et f est surjective, alors g est injective.
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CORRIGE

(1 )

1. = Soient x; et xp € R\{1}. On vérifie aisément que f(x1) = f(x2) <= (1+x)(1-x2) = (1+x2)(1—x;) <
2Xp =2x] < X1 = X2, donc f estinjective.

= Soit y € R. On résout I'équation y = f(x), d'inconnue x € R\ {1}.Ona y = %IC — x(1+y)=y-

1.Siy=-1,x(0+y)=0et y—1 = -2 # 0, donc I"’équation n’a pas de solution. Ainsi —1 n’a pas
d’antécédent, et f n’est pas surjective.

2. En reprenant les calculs précédents, on voit que pour tout y # —1, '’équation y = f(x) admet 'unique

-1
solution x = {T # 1 (car —1 # 11). On en conclut que f est une bijection de R\ {1} dans R\ {1}, et que
y

sa bijection réciproque, qu'on note f~! par commodité, est la fonction de R \ {~1} dans R\ {1} définie
par
y—1

-1 _
! (y)_y+1'

B8 -

= Supposons que 3h:F — G telleque g = ho f.
Soit (x, x") € E? tel que f(x) = f(x'). Onaalors g(x) = h(f(x)) = h(f(x)) = gx)).

= Supposons que V(x,x) € B2, (f(x) = f(x) = gx) = g(x)).
SoityeGety€F.

o Casl: ye f(E). Il existe x € E tel que y = f(x). On pose h(y) := g(x). On remarque h(y) est indépen-
dant du choix de x € E tel que y = f(x) par hypothese.

T Cas2: y¢ f(E).On pose h(y):=Y.
Ceci définit bien une fonction & : F — G vérifiant g = ho f.

8-

= Comme (1,0) = f(1,0) = f(1,1), f n'est pas injective.

= Soit (a,b) € R2. Soit (x,y). Léquation f(x,y) = (a,b) équivaut a x = a et ay — y> = b. Lapplication
y — ay— y> étant continue car polynomiale de limite +oco (resp. —oo) en —oo (resp. +00), on déduit du
théoreme des valeurs intermédiaires qu’elle prend la valeur b. Ainsi f est surjective.

a-

Soit x € B.
= Casl:x€A.Onaalorsxe AnBdoncxe AnCdouxeC.

= Cas2:x¢A.Comme xe AUB,onaxeAuCd ol x € C (onrappelle que x ¢ A).
On en déduit que B < C. On a donc par symétrie C c B.



2013-2025

8 -

1. Supposons £ surjective et g est injective. Soit y € F. On a g(y) € Gdonc 3x € E tel que g(y) = go f(x) par
surjectivité de h. Ainsi, y = f(x) par injectivité de g. L'application f est donc surjective.

2. Supposons & injective et f surjective. Soit (y, ") € F? tel que g(y) = g(y'). Par surjectivité de f, il existe
(x,x") € E? tel que y = f(x) et y = f(x). On a donc h(x) = h(x") d’ol1 x = x’ par injectivité de h et
finalement y = y'. Ainsi g est injective.



