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¢Q ALG /| | Calculs algébriques

Une certaine aisance calculatoire avec les sommes et les produits est nécessaire au
mathématicien débutant. Nous étudierons a cette occasion les coefficients bino-
miaux (sans insister sur les aspects combinatoires) et reviendrons sur les relations
trigonomeétriques usuelles.
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1. Quizz

@@ Vrai ou faux ?

Dans tout ce qui suit, n est un entier naturel non nul et les variables a, b, a;, b;, ti, ui, etc. désignent
des nombres complexes.

n+1 n
LY 1=mn; 120 ) (tke2 = 2tke1 + 1) = Lo + tpe2;
k=2 k=0
n n n n
2. ) k=Y (n-0Y 13. Y a; Y bi=) aib;;
k=0 i=0 i=0  i=0 i=0
n n n I’ZZ
3. ) k=) (n-1); 14. Y i?=) k;
k=1 i=1 i=0 k=0
2n n nop2_1 +1)!
4. ) =) b 15. [] _r D
k=0 i=0 = kK 2n
n-1 2n : 2n-19:
21 20+2
5. Z I = Z Di+1; 16. — = Z ; ;
kel02n] i=0 = Tl o, 12
impair
n+1 n n+l 1
6. Y (-1F=0; 17. 0 2 5=0
[ i=0j=i+1
n (n , 18 2n+2 _ 2n+1 )
7'2 | EDT=05 N\ n+1 | n |’
i=0
n n (n n-1 '
8.y xk:Z Kk 19. n>2 = YoelU, ) 0'=0;
i=o\k i=o\k k=0
1 2 2 (21 op0i 0
9. Y 2k=2"_1; 20. (a+b)*" +(a-b*" =2 |7 |a®" b
k=1 i=0\21
n " [n . ,
10. ) 3F=3""1-1; 21. &' -p" = (a-b)) | |a'b™;
k=0 i=0\ !
n 2n+1 2n
11. 1= ; 22. Z Ujp = Z(u,-+u,-+1).
Isi<jsn 2 k=0 i=0
2 KO QCM sur les sommes doubles f

1. Pour tout n € IN et toute matrice complexe (¢; ;), la somme Z t;j est égalea:

0<i<j<n
i n n o n n n-k noJj
a Y ) tij; b. ZZ Li,js C DD loesks d. Y > 4.
i=0 j=i =0 j=i k=0 €=0 j=0i=0
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2. Pour tout n € IN, la somme Z (2i— j) estégalea:

0<i,j<n
n n 2 . .
. , n*(n+1) c. Y (@j-i.
a.ZZl—. 'E b-T; 0<i,j<n
i=0 j=0
" 2
3. Pour tout n € IN*, et tous nombres z; = rye!% avec (ry,0;) € Ry x R, Z z| estégala:
k=1
a. Z 2K 20 ; C. Z 220
1<k, f<n 1<k, 0<n
n n
b. Y lzel*+2 Y Re(zxzr); d. Y ri+2 Y rerecos®; —0p).
k=1 1<k<t<n k=1 1<k<t<n
o® QCM sur les produits f
n
1. Pour tout n € IN*, le produit H 4k? est égal a:
k=1
b. 4"(nY?; c. 2n)”.

. (H Zk)i

n
2. Pour tout n € IN* et toute suite complexe (¢,) ,eIN, le produit H titjestégala:
1<i,j<n

a. (1:1—[1 ti)z; b. (l:]_[1 t,-)zn; c. (;:1—[1 t,-)n+1.

n
3. Pour tout € IN*, le produit [] ¥ est égal a:
k=1

n n k
Lk b. [][]*; o [1%
a. (l_[ k)kzl ; k=1i=1 k=0 ™*
k=1

n k
4. Pour tout n € IN*, le produit H (1 + —) estégala:
n

k=1
2n 2n)! c. emt
a. H — . nnn!) . nn
i=n+1 1

LLG oo HX 6 3



HX 6 a0 2025-2026 Laurent Kaczmarek

2. Exercices élémentaires

n 0@ Variation binomiale

n
Simplifier ) (Z)32k+12”_3k pour n€ N.

k=0
o® Une équation
n n n
Résoudre dans IN* I'équation (1) + (2) + (3) = 5n.
a 0@ Une somme télescopique
1l 1

Pour tout n € IN*, T L ki)t
our tout n 0N pose &p kX::l k(k+1)(k+2)

1 a b

1. Démontrer I'existence de (a, b) € R? tel que Vxe RY, G DG = G D + TR +2)-
x(x X x(x X X

2. En déduire une simplification de a;, pour tout n € IN*.

o® Binéme et nombres complexes

6

6 k

Simplifier la somme T = ) | (k) cos (?n) INDICATION : utiliser les nombres complexes.
k=0

a o® Deux sommes binomiales classiques

n n
Soit n € IN tel que n > 2. Simplifier les sommes S, = Z k(Z) et T, = Z (—l)kk(Z).

k=0 k=0
a O® Une somme double
Soit n € IN. Simplifier lasomme 0, := ). 227/,
0<i,j<n
10 [eXO) A propos de la factorielle f

Les trois questions suivantes sont indépendantes.
1. Démontrer sans récurrence que Yn € IN*, 2771 < nl < n/*71,

2. Comparer 2" n! et (2n)! pour tout n € IN.

n
3. Pour n € IN*, simplifier H (2k — 1) au moyen de factorielles.
k=1

LLG oo HX 6 4
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3. Exercices classiques plus techniques

11 §Xo; Exploiter une symétrie f
o i . : : J
Simplifier S, := Z —— - INDICATION : Justifier que 'on a aussi S, := Z _
1<i,j<n L 1<i,j<n J 1
12 Zo; Sommes de Newton des racines n-émes de 'unité f

Soitn€ N\ {0,1} et m€ Z.Onpose Sy, := Y 2™
zelUy,

1. Montrer que, si m est un multiple de n, alors S, = n.

2. On suppose que m n’est pas un multiple de n. Simplifier S,,. On utilisera la formule des sommes

géomeétriques.
13 [eXO Le one trick en action f
n
Soit z€ C et n € IN*. Simplifier S, := Z kz* en remarquant que S,, = Z z~.
k=1 1<0<k<n
14 §XS] Somme alternée des cubes f
2n .
Calculer S,, := Z (-D's.
i=1
INDICATION : On pourra sommer « par paquets » de deux termes consécutifs :
(-1+2%)+ (=3°+4°) +---+ (-2n-1*+ 2n)®)
15 [OXO; La formule de Huygens f
n n
Soit n € IN* et (x1,...,x,) € C". On pose s := Z Xpeto:= Z xi.
k=1 k=1
Exprimer Z (xj—x j)z en fonction de n, set o.
1<i,j<n
16 KO Sommes partielles de Poisson ff
n-1
Soit ne IN*, 8 € R et x € R. Simplifier Z x¥ cos k0 en utilisant les nombres complexes.
k=0

LLG oo HX 6 5



HX 6 a0 2025-2026 Laurent Kaczmarek

17 §&S Itération dans la suite de Fibonacci ff

Soit (un) n>0 € RN telle que uy=0,u;=1letVne N, uyio = upi1 + Up.

n

n
Montrer que V(n, p) € IN?, 1;6 (k) Uprk = Upi2n-

18 RKo; Penser aux diagonales ff

Simplifier S, := Z |i — j|. INDICATION : Sommer sur les diagonales (par exemple).
1<i,j<n

LLG oo HX 6 6
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4. Indications

(1 i}

Au brouillon, il ne faut pas hésiter a écrire les sommes sans sigma avec des --- afin de mieux com-
prendre les éventuelles simplifications, voire a choisir des petites valeurs de n.

B8 -

Le c. du 1. est une somme par diagonales. Les diagonales d'une matrice sont repérées par leurs « équa-
tions» j—i=kouke[l—-nn-1]:

ay1 dip di3 dia a aip a13 ara
az1 agp a3 a4 apy ap A3 Q24
as,1 as2 das3 dza asy agz ass asa
as) Ag2 a43 s asy Aap Ga3 Aq4

k=0

8-

Mettre au méme dénominateur au 4.
0-
n
On trouve 3—-
4n

8 -

Se ramener a une équation du second deré.
Q-

1 1 .
On trouve — — —————— apres télescopage.

4 2n+1)(n+2)
5

T est la partie réelle d'une somme de nombres complexes « facile » a calculer.

B -

Utiliser le polynéme x— (1 + x)” vu en cours.

B -

i . 1\/
Remarquer que 2"/ = 4! x (5) :

LLG oo HX 6 7
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o -

Une idée est de comparer terme a terme les produits: n!=2x---xkx---xnet2< k< npourn>2.

o -

Les indices i, j étant muets, on peut les permuter dans la somme.

5
Se ramener a une somme géomeétrique en posant w := exp (2’7”)
5

n n
OnaS,=) ) zk.
0=1k=¢

o -

Les paquets sont de la forme (2k)3 — (2k — 1)3.

o -

Développer le carré. On trouve 2no —2s°

(16

Se ramener a une somme géométrique de raison complexe.

@ -

On pourra par exemple montrer que la propriété est vraie pour tout p € IN, par récurrence sur n € IN
en remarquant que Up2(n+1) = Up+2+2n-

o -

Les diagonales sont d’équations j —i =kou k€ [1—-n,n—1].

LLG e HX 6 8
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(1 i}

. Vrai.

5. Solutions

. Vrai (symétrie).

3. Faux. Symétrie mal écrite :

n n n-1
Y k=) (n—-i)=) (n—i
k=1 i=0 i=0

. Faux:agauche on somme tous les termes de'indice 0 a 2, a droite seulement les termes d’indice

pair.

. Vrai.

. Vrai car il y a un nombre pair de termes.

7. Faux. La somme vaut (—1)"2". En revanche, on a

YnelN*, )’ (;’)(—1)1' =1-D"=0

i=0

8. Vrai par la formule du bindme (ou par symétrie).

9. Faux, la somme vaut 21 — 2,

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Faux, la somme vaut (3"*! - 1) /2.
. n nn—-1)
Vraj, ilya = ——— termes.
2 2
Faux, on trouve f,12 — t; + ty — t,+1 en écrivant par exemple :

tkr2 = 2041 + B = (T2 — tres1) + (L — Tre+1)
et en télescopant deux fois.

Faux: tous les termes de droite se retrouvent dans la somme de gauche mais I'inverse est faux (par
exemple ayb,).

Faux (tentative de changement d’indice désastreuse) :

12422 43%+ - 4 #1+243+--+n°

des que n > 1.

Vrai :

par télescopage.

Vrai (changement d’indice j =i —1).

LLG oo HX 6 9
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17. Faux:

n+lj— 1 n+l1
> Z Z -
0<i<j<n+1 j=1i=0 ] -1

~.

18. Vrai par la formule comité-président.

19. Faux (cf. le cas w = 1). En revanche, le résultat est vrai si on corrige par Vo € U, \ {1} (cf. la formule
des sommes géométriques).

20. Vrai. On applique la formule du binéme :
2n n
2n 2n ;
im0\ k i=0\21
21. Faux: collusion entre la formule du bindéme et celle de factorisation.
22, Faux. Lasomme vaut ug+2u +2up +---+2u, + Uzp+1. La somme du c. ne contient que des termes

d’indice impair.

Enseignements a tirer de cet exercice

(2 K

1. Lea.n'aaucun sens car laborne j n’est pas définie dans la somme portant surl'indice i. Les autres
réponses sont correctes : le b. est une somme en lignes, le c. par diagonales et de d. par colonnes.

2. Seuls b. et c. sont vrais. D’'une maniere générale,

Y a;;=somme de tous les termes du tableau= ) q;;

1<i,j<n 1<ij<n
Ona
non no 2 nn+1 nn+l) n’(n+1
Y @i-p=2 ¥ i- j=2Y Y-y Y jeop D nnt D) nint )
0<i,j<n 0<ij<n  0<ij<n jmlim1 i=1j=1 2 2 2

3. Tout est vrai sauf c. En effet,

zz(izk)(i_k): Zkz_e=i|2k|2+ > (&ze+2z)

1<k l<n k=1 1<k<l<n

n n
=Y lalP+ Y 2Re(zkzg) =Y ri+2 Y rirecos(0p—0y)
=1

k=1 1<k<l<n 1<k<l<n

LLG »» HX 6 10
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(3

1. Seuls a. et b. sont vrais. En effet,

H4k2 H(Zk)2 (HZk) = (2"n)’ =4"n! et (2m)!#2"n!deésquen>1

2. Seul b. est correct : pour tout i € [1,n], t; apparait 27 fois dans la matrice des t;¢; (n fois dans la
colonne i et n fois dans la ligne i), d’ou

n n 2n
[T utj= (H ti)
i=1

1<i,j<n

Variante

3. Seuls b. et c. sont corrects :

li[ ﬁﬁk= H k=,ﬁﬁk=ﬁ(i_.1)!=kzofl.

4. Seuls a. et b. sont vrais :

n n 2n 2n |
H(Hf):l—[’””: 1T E:% I i=—~ &%

n |
k=n+1 ne-on

0 -

, & [ a2k 1on-3k _ o 1= 7 kon-—k 9\" _, 17"
SoitneN.Ona ) _ L3 =3) @R =324 0] =30

k=0 k=0
o

SoitneIN*.On a

n n n nn-1 nn-1)(n-2)
()+( )+()=5n<=>n+ 2 + 5 =

<~ 6+3(n-1)+n-1)(n-2) =30

— n®>=25

La seule solution est donc 5.

LLG s HX 6 11
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O -

_ 1 11 1) 1( 1 1
1. SoitxeR}.Ona = (———):—( - .
x(x+1Dx+2) 2x+1D\x x+2 2 lx(x+1) (x+Dx+2)
11 1 1 1
2. Soit ne N*.Onaay = - - =TS
soltme V. Onaay 2,;(Mk+1) (k+D(k+2)) 4 2m+Dn+2)

(7 o

6 (g ik )6 . 6
OnaT=ReUouU=} (k exp (%) = (1 + em/3) = (Ze”‘/6 cos(n/6)) .Ainsi T = -27.
k=0

B -

Posons, pour tout x € R, P(x) = (1+ x)". On remarque que

n

VieR, P =Y ["]|x* et Py =Y k|"|xk L = na+ 0!
i=o\k i1 \k

douS, =P'(1) =n2"'. Deméme,onaT, = -P'(-1) =0.

— x — §(4n+1_1) (1—2_n_1)

A 4n+1 -1 2—7’1—1 -1
3 -1/2

n n n
1. Soit ne N*. Pour tout k€ [2,n],ona2 < k< n. Ainsi [[2=2""'< [[k=n!< [[ n=n""".
k=2 k=2 k=2

2. Pourne N*,ona2"n!=2x4x---x2n<1x2x3x4x---x(2n) = (2n)!. Le cas n =0 est évident.

n 12"k  @2n)
3. Soitne IN*, [[Qk—1)= —X=L_ = ="
oitne ]!:[1( ) 2k 2l

o -

En permutant les indices i et j, on obtient

Sn = T . .
1<i,j<n P a<ij<n ] T

. 2
d’ou12S,, = Z 1=n?ainsi§S, = =
1<i,j<n

LLG e HX 6 12
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o -

1. Supposons que m est un multiple de n. Onaalors Vze U,, 2" =1,douS,, = n.

2. Posons w :=exp (22). Ona

car o = exp[zmi”) #1.

“n
o -

Pour z=1,0onaS$, = n+1. Supposons dans la suite que z# 1. On a

n n n n Zn—f+1 -1 1 n
Sn:Zka:ZZZk: Zk:ZZZk:ZZe — Z(ZI’H-I_Z@)
k=0 k=00=1 1<0<k<n 0=1k=¢ =1 z-1 z-1/5
_ ! (nz”“—zzn_l
z—-1 z—1
5
Ona
2n . n n
Sp=)Y (-D'*=Y (Ck*-2k-1%) =) (12k*-6k+1) = 12n(n+1)6(2n+ 1) _6n(n2+ .,
i=1 k=1 k=1

=2nn+1)2n+1)-3nn+1)+n= n2(4n+3)

o -

Ona

Z (xi—x]')zz Z (x‘l?‘—inxj+x§):n0—252+n0:2n0—232
1<i,j<n 1<i,j<n
Un bref coup d’ceil aux probabilités

Lidentité démontrée ci-dessus est n'est autre que la formule de Huygens V(X) = E(X?) — E(X)? pour
une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur un ensemble fini.

5
1xkeik6'

Notons u,, la somme de I'énoncé et posons g,, := Y."~
k=0

= Sif=0[n] et x = ¢'9 alors U, = n.

LLG oo HX 6 13
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l_xneine

. . _ . k R
= Sinon, ona xe'® # 1donc o, = Zzzé (xe’e) = il d’ol
R R (1 _ xneine) (1 _ xe—ie) R 1— xneinﬁ _ xe—iﬁ + xn+1ei(n—l)6
u, = Reo, = Re - . = Re
! " (1-xe®)(1-xe9) 1+x2—2xcos6

1= x"cosnb — xcosO+ x" cos(n—1)0
B 1+x2—-2xcos0O

o -

Montrons par récurrence sur n€ Nque VpeIN, ¥} (’,:) Upik = Ups2n.
= La propriété est clairement vraie au rang n = 0.

= Soit n € IN. Supposons la propriété vraie au rang n. Pour pe IN, on a

" (n " n
Up+2(n+1) = Up+2+2n = kzb 2 Up+2+k = kzb i (Up+1+k+ Up+k)

n+1 n n (n n n n
k; o1 up+k+]§) f up+k:up+n+1+up+k2=:1 P R P L

n n+1
n+l n+l
Up+n+1 T Up t+ Z Up+k = Z Up+k
k=1 k k=0 k

d’ou le résultat au rang n + 1.

18 )

En sommant sur les diagonales :

n-1 _q 1 1
Sn = Z |i_j|222kx(n_k):2nn(n )_2(1’1 yn2n-1)
:m(3n—2n+1)):w
3 3
Variante

LLG »» HX 6 14
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