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QQ AN 11 Développements limités

Lanalyse asymptotique, bien qu'élémentaire en tant que théorie, est un outil tres
efficace et omniprésent en analyse.
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1. Quizz

@@ Vrai ou faux ? f

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

. Léquation xy' +2y =

. (1+x)x§1+x2+o(x2).

. Lapplication f: x — x|x| admet un DL;(0).

1
Lapplication f: x— — n’admet pas de DL, (2).

VX
1, 1,4 4
cosh(tanx) =1+ =x"+-x*+o(x").
0 2 3
Si f:R — R admet un DLy (0), alors f est continue en 0.

Si f:IR — R admet un DL (0), alors f est dérivable en 0.

Si f:IR — R est dérivable et admet un DL,(0), alors f est deux fois dérivable en 0.

Inl+x)—x

Lapplication f:x— 2 est bornée sur |0, 1].

admet une seule solution sur R.

X
x2+1
u n
Siun,=o0(vn),alors (1 + 7”) ~ e,
n+ 1
\/1 n+1-— {l/_"‘ —
n
Si f admet un DLy, (0), alors x — f (x*) admet un DLy, (0).

Si f admet un DLy, (0), alors x — f(v/x) admet un DL, (0+).

1 1 1 1
Si f(x) +:Oom+0(;),alors fx) +io;+0(p).

2 1 1
On a arccos(x) = — — — (x——) +0(x——).
123 /3 2 2

On a arccos(x) - V2(1-x).

2. Exercices élémentaires

Q® Généralités sur les ordres de développement

Soit f: IR — Retg:R — R telles que

f@= -2 +x +o(x') et g = —x*+3x* + 0 (x°)

Laurent Kaczmarek

Déterminer |'ordre maximal auquel on peut développer f + g, fg, i, fogetgofenO.
§
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(X Une étude en +oo

Soit f: x — x(In(1+2x) —In x). Déterminer le comportement de f en +oco. Déterminer I'équation de la
droite asymptote a la courbe en +oo ainsi que les positions de la courbe et de son asymptote en +oo.

g Q@ Lever d’une forme indéterminée

1
sin2x B ZSinx'

Déterminer un équivalent en 0 de f(x) :=

Q® Premiéres salves f

Calculer le développement limité a I’ordre 7 au voisinage de 0 des expressions suivantes :

1. exposin, n=3; 5. In(1 +cos), n=3; 9 sin(x) o3
2. expocos, n=4; 6. V1+vV1+x,n=3; cos(x)
3. (14 sin), 1 =3; 7. VI+In( + x), n =3; 10. T2 =9
3 arctan 4 11 1—-cos
X _ ,—X — Q. . , =4, . T o nN=
4. ln(3e e )) I’l—S, sin 1+sin
GQ© Une disjonction asymptotique f

Soit (a, b) € R? et, pour tout n € N, u, = /n+avn+1+ byn+2. Déterminer un équivalent de u,,.

Q® Equivalent d’une suite écurrente f

Un

Soit (u4y) new la suite définie par up =1 et Vne N, uyq = 32 .
+ us,

0.

1. Démontrer que u,
n—-+oo

. 1 1
2. Etablirque ——-— " 2. En déduire un équivalent de u,, au moyen du théoréeme de Cesaro.
u n—+oo
n+1 n

3. Exercices classiques plus techniques

a Q® Une forme indéterminée f

" . . . PP n T
Etudier le comportement asymptotique de la suite définie par u,, := (2 cos ( 1 5)) .
n
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a 0@ Une variation sur les puissances f

Etudier le comportement asymptotique de la suite définie par u, = Vcoshn.

10 RKo; Une forme indéterminée en +oo f

) cos (a + %) !
Soit (a, b) € R? tel que a # 3 [n]. Etudier le comportement asymptotique de u, = | ——

cosa

11 XS Supplice de la grande roue f
Etudier le comportemant de (2* +3* — 12)tan(n3) au voisinage de 1.

12 KO Développement asymptotique d’une suite récurrente f
Soit (uy) nev+ la suite définie par uy = letVne IN*, u,1 = In(n+ uy).

1. Montrer que (uy) e+ possede une limite et la déterminer.

2. Montrer que Vne N\{0,1}, u, < In(2n).

3. Montrer que u, ~ Inn.

4. Montrer que u, —Inn ~ an

13 [eX Une suite définie implicitement ff

1
Soit f: R} - R, x— xsinh(—).
x
1. Justifier que Vx>0, tanhx < x.
2. En déduire le tableau de variations de f.

3. Démontrer que, pour tout n € IN*, 'équation f(x) = ”T“ admet une unique solution u, > 0.
4. Montrer que (u,) eI+ €st strictement croissante. Quelle est sa limite ?

5. Déterminer un équivalent de u,.

14 RO Un petit calcul ff

. . x+1
Déterminer le DL(0) de f: x— arctan|y/
2x+1

. On commencera par développer f'(x).

LLG ¥ HX6 4
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4. Indications

Laurent Kaczmarek

(1 )

Attention au 1., le DL de x — (1 + x)® ne peut-étre utilisé car a ne peut dépendre de x.

B8 -

Ordre 4 pour f+ get7pour fg.

!
1

On trouve f(x) xln(2)+1 ! +o( )
Vi = _— —1.
X—+00 2 8

—+ x x
Q-

Développer le sinus a I’ordre trois en 0.

8 -

Aucune difficulté particuliére : utiliser les opérations sur les DL.

O -

Mettre \/n en facteur puis développer.

bo)
1

Suivre la méthode du cours, ici détaillée. On trouve u,, ~ ——-

V2n
B -

Développer a l’ordre un le cosinus en

B -

I,
3

Factoriser par e” dans le cosinus hyperbolique.

o -

Développer le cosinus a l'ordre un en a.

o -

1
Long live Taylor ! On trouve (2%3%) ™.

o -

On pourra utiliser I'inégalité In x < x pour x > 0.

LLG ¥ HX6
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o -

Montrer que u,

1 I

On pourra dériver f en x voisin de 0 et développer de préférence f’(x).

+o00 puis utiliser les DL de sinh en 0.
n—+oo

LLG ¥ HX6 6
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(1 i}

. Vrai car (1+x)* = e*"09 = exp (*+0(x*))=1+x*+0(x*).

S G e W

10.

5. Solutions

. C’est faux. Raisonnons par ’absurde en supposant que f admette un DL;(0). Comme f(x) = o(x),

Jda € R tel que f(x) ? ax®+o (xz). Ainsi, |x| ? ax + o(x) ce qui est absurde car la valeur absolue

n’est pas dérivable en 0.

1 3
. Faux. Petite erreur de calcul : cosh (tan x) = 1+ Exz + §x4 +o/(x*).

. Vraij, c’est du cours.
. Vrai, c’est du cours.

. Faux. Cex :

f(o) = O, Vx € IR,*, f(x) = x3 s]n(é)

Ona f(x) =0 (x?), f est dérivable sur R mais on vérifie facilement que f’ n’est pas continue en 0

donc a fortiori f’ n’est pas dérivable en 0.

. Faux. Cette fonction de classe ¥ sur R} donc admet des DL a tout ordre en tout point de cet

intervalle.

. Vrai. Cette fonction est prolongeable par continuité en 0 par f(0) = —1/2. On applique le théoreme

de Weierstrass a ce prolongement pour conclure.

. Vrai. Apres tout calcul, les solutions sur R et R* sont de la forme :

1 arctant A
f;gt»—»;— 2 +§ avecAe R

= Analyse. Soit y une solution sur R de I'équation. 1 existe (a, b) € R? tel que VIR = falr: et
YIrR*= fplr+. Comme

An=2-Liow

MOS e 3T

la fonction y est dérivable en 0 si et seulement sia= b = 0.

= Synthese. Posons y(0) =0 et

VieR", y(0) = 1 arctant
=T 12
1 arctant . p . .
Comme 1T 2 3 +0o(t), y est dérivable en 0 avec y'(0) = —1/3 et y est bien solution de

I’équation initiale.

U
Vrai. Supposons que u, = o(y/n). On a alors — —— 0 d’olt
71 n—+oo

(1+%)n:exp(nln(l+%)):exp(un—%+o(u%’)):exp(un+o(1))~eun

LLG ¥ HX6 7
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11. Faux. En effet, en posant u,, = {/n:

(ln(n+1)) (ln(n)+ln(1+1/n)(1 1)_1) (ln(n) lnn+ (lnn))
Upyl =€Xp| —— | =€x — =ex - 0
s P +1 P n Pl ™% n? n?
3 Inn Inn
B R ey
R nn
douun+1—un~——2carun~1.
n

12. Vrai par composition a droite dans les DL.

13. Faux; cex: sin pour n =2.

1 1 N1 o1 1 1 1 1
14. Faux. Comme =—|1+- = ———+o0|=|,onaf(x) = ——=+o|l=]|
x+1 x x) +oox x? x2 +oo x X2 x2

15. Vrai : arccos est de classe 4 sur | — 1, 1[, on obtient le résultat par la formule de Taylor-Young a
l'ordreunen 1/2.

16. Comme arccos(x) —— 0, onaf(x);sin(f(x)) =V1-x%= VI-xvVl+x~ V2V1-x.

Enseignements a tirer de cet exercice

= Onne « somme » pas des équivalents (c’est la source d’erreur la plus fréquente en asymptotique).

= La plupart des regles de calcul asymptotique sont évidentes, on les retrouvent de téte : par
exemple, f(x) =o(x) < f(x) =0(2x) car f(x)/xm 0 = f(x)/(2x) — 0.

B8 -

= On peut développer f + g au maximum a |’ordre 4.

= On peut développer fg au maximum a I'ordre 7 (on compare —x> x o (x*) et x* x 0 (x°)).
gx)  —x*+3x*+0(x%)  —x+3x°+o0(x?)
f) o x2-2x3+x4+0(xt) 1-2x+x2+0(x2)
au maximum a 'ordre deux sous la forme 1+ ax + bx? + 0 (x*) donc g/ f est développable au maxi-
mum a l'ordre 3 (on compare 1 x o (x*) et —x x o (x?)).

= Ona - Uinverse du numérateur est développable

= Comme g(x)? est développable au maximum a l'ordre 9, c’est aussi le cas de fo g.

= Comme f (x)? est développable au maximum a I'ordre 8, c’est aussi le cas de go f.

(3 K

Ona

f(x) T (ln (Zx

1 1 1 1 1 1 1
1+ —||-Inx| = x(In2+—-—+0|— = xln2+--—+o0|-
2x X—+00 2x  8x? x?)) x—+o0 2 8x x

On en déduit que la droite d’équation y = xIn2 + % est asymptote a la courbe représentative de f en
+00.

LLG ¥ HX6 8



2025-2026 Laurent Kaczmarek

_1
o 8x’

au-dessous de son asymptote au voisinage de +oo.

a-

Au voisinage épointé de zéro, on a:

Comme f(x) —xIn2 - % ~ expression négative au voisinage de +oo, la courbe de f est située
X—+

x? 9 1 x
1+ —+o0x%)|=—+—=+0(x)
6 X 6

1 1 ~ 1( 1 )_
. - 3 3 - —2 " = —
sinx  x-+o(x’) X\1-F+ox?)) X

1 X X
o=y to() ~—
sin2x 2sinx 4 4

Ainsi f(x) =
Q-
ut u
1. = Comme u = sin(x) 3 x et il faut développer e* al'ordre3enu: e =1+ u+ > + ry +0 (u3)
3
= Il faut donc développer de u al’ordre 3 en x : sin(x) = x - i (x%).
= Comme sin?(x) = x2 + 0 (x?) et sin(x) = x* + 0 (x%), on obtient e"™ =1+ x+ £ + o (x3).

2. Comme cos(x) g 1, il faut utiliser les DL de e’ au voisinage de 1.
x—>

2 2
b ) . u
= Comme u = cos(x) — 1 S5on développe e!"“ alordre2: '™ =e|1+u+ 5 to (u?)].

2 4
X
= Il faut donc développer u al’ordre 4 : u =cos(x) — 1= - + o +0 (x4).
ex? ext

= Comme u? = x*/4+ o(x*), on obtient e = ¢ — - t o (x*).

3. On se ramene a des formes connues : f(x) := (1 + sin(x))°W = gcos(xIn(l+sin(x))
w ul
= Comme u = cos(x)In(1 + sin(x)) ~ x, il faut développer e“ al'ordre3: 1+ u+ > + r +0 (u3)

= Il faut donc développer u al'ordre 3 :
2 3 2 PR

- _x X 3 _1_x 2 Par XX 3
In(1 +sin(x)) = x 2+6+0(x),cos(x) 1 2+0(x) dou u(x)=x 5 3+0(x)

2x3
= Comme u(x)* = x*— x>+ o(x*) et u(x)* = x* + 0(x*), on obtient : f(x) =1+x— — to (x*).
4. Notons g(x):=In(3e*—e ) etu=3e*—e *-2.
2 3
u

= Comme u ~ 4x, on développe In(2 + 1) al’ordre 3 : In(2 + u) = log2 + g et to ().

= Tl faut donc développer u a lordre 3 : u=4x+x2 + 22 + o(x3).

3x?
= Comme u? = 16x* +8x% + o (x*) et u® = 64x% + 0(x*), ona g(x) =In(2) +2x - > +2x3+0 (x?’).

5. Notons f(x) :=In(1+ cos(x)) et u = (1+ cos(x)) — 2.

LLG ¥ HX6 9
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2
= Comme u ~ _x?, il faut développer In(2 + u) al'ordre 1: In(2 + u) =In(2) + g +0 (u?).

2
x
= Il faut donc développer u al'ordre 3: u = —5to ().

2
= Come u” = 0(x?), on obtient f(x) =In(2) — xz +0o(x°).

6. Onpose g(x):=v1+vVi+xetu=v1+x-1.

X
= Comme u ~ > on développe v2+ ualordre3: vV2+u=v2+

V2u Veur V2ud 3
— + +o(u’).
4 32 128

x x* X

= Il faut donc développeruél’ordrei%:qu—E+E+0(x3).
2 .3 3 2 3
X< X X x 5x° 2lx

= Comme 1’ =—-"—+o(x*)etu’="—+0(x*),ona f(x) = V2 |1+ -+ +o(x%)].
4 16 ( ) 8 ( ) f 8 128 1024 ( )

7. Onpose g(x) :=v1+In(1+x) et u=1In(1+ x).

2 3

u u u
=>>Commeu~x,ondéveloppe\/1+uél’ordre3:\/1+u:1+§—§+1—6+0(u3).
2 .3
) - ¥ x 3
= Il faut donc développer u al'ordre 3 : u = x — Stz T (x°).
x 3x* 17x°
= Comme u* = x* - x* + 0(x*) et u® = x* + 0 (x*), on obtient g(x) =1+ > 8 v +o(x%).

8. Comme les DL de arctan et sin commencent par x, on pourra développer le quotient de ces deux
expressions apres factorisation par x. Il faut donc partir de DL al'ordre 5 :

2 4 2 4
X x 4 ) X 4
arctan(x) =x|x— —+—+o(x )), sm(x):x(l——+—+o(x)
3 5 6 4!
X xt 4 2 1 2 2 2 x* 4
Posonsu:——z+o(x):0(x ).Comme1 =l+u+u +o(u’)etu :£+o(x ), on en
! —u
déduit que
arctan(x x* 59x*
et | 505t
sin(x) 6 360

9. Il s’agit d'un simple produit. Comme sin(x) ~ x et (1 + x)~Y2 ~ 1, il suffit de développer le sinus a
'ordre 3 et 'autre expression a I'ordre deux:

3 3x2

X X
sin(x):x——+o(x3), (1+x)_”2:1——+—+0(x2)
6 2 8
sin(x) x* 5x3 3
d’ ol =x—-—+—+o(x
V1+x 2 24 ()

10. C’est un produit de deux expressions équivalentes a 1, il suffit de les développer a I'ordre 5. Apres

tout calcul :
cos(x) 3x2 37x*

= +
1+ x2 2 24

+0(x°)

2
11. Comme 1 - cos(x) ~ %, il suffit de développer (1 +sin(x)) ! lordre 1 et 1 — cos(x) a 'ordre 3. On

trouve

LLG € HX6 10
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1-cos(x) x* x*

e L L b o(x)
1+ sin(x) 2 2

O -

Ona

1\/? 2)\!/2 1 1 1 1 1
up=vnll+all+=| +b|1+= =vn|l+a|l+ ———|+b[l+=—-—|+0|=
n n 2n  8n? n 2n? n2
a+2b a+4b+ ( 1 )
- 0
2v/n  8nyn nyvn
On en déduit la discussion suivante :
= Casl:a+b#-1.0nau,~1+a+b)Vn.

=(1+a+bvn+

a+2b
= Cas2:a+b=-1leta+2b#0.0nau, ~ .
2v/n
1
= Cas3:a=-2etb=1.0nau,; ~— .
" 4anyn

8 -

Pour x positif, on pose f(x) =

1+x2
1. Puisque f(R}) c R, la suite (1) e est bien définie et strictement positive. On en déduit que

pour tout ne N :
Un

Un+1 = Un

2 ~X
1+ uy,
Ainsi (u,) ,elv converge car est minorée par zéro et décroissante. Comme f est continue, sa limite
¢ est un point fixe de f. Il est facile de vérifier que I'équation f(x) = x n"’admet que 0 comme

solution d’ou1 u,, 0.
n—+oo
2. SoitneIN.On a 9o
1 1 Q+u) -1
-
Ups1  Un Un
, 1 1 s Ly .
dot —-— 2. On déduit du théoreme de Césaro que
u u n—+oo
n+1 n
1 1 n-1
-2 -2
=—+=Y (u u?) —— 2
nui n nkzzo( e~ U ) H—+00

1 1
donc —; ~ 2 donc u,, ~ —= (car (#,) ,eIN €st a valeurs positives).

nu? V2n

B -

Par la formule de Taylor-Young, on a

LLG € HX6 11
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n m T 17! m 7 1 T 1
2COS( —):2cos — |1+ — =2cos|———+o|—||=1+—+0|—
n+13 3 n 3 3n n V3n n

Ainsilnu, = 2 + o(1) d’out u,, —— ev3 (composition des limites).
V3 n—+oo
8-
On a 5
1 1+e =" 1 In2
Inu, = —ln(e"—) =l+—In(l+e?")-— ——1
n n n n—+oo

par opérations sur les limites usuelles. Ainsi u,,

(10

Ona

> epar continuité de 'exponentielle en 1.
n—+oo

Inu, = nln

b .
Y :nln( L ) :nln(l— +o( ))
cosa cosa n

= —pbtana+ o(1)

e—btana'

Ainsilnu,, —— —btana d’ou u,

n—+oo n—+oo
5

bl o\l
On a 242 4 3u+2 _ 12 = getIn2 4 gpuin3 = 1+1In(2%3%) u+ o(w). De plus, tan(Z(Z + u)) = —tan(z u)

d’ou

4
In(f2+uw)~-=In(2'3%) donc f(x) — (23%)~7 (composition des limites)

0 7

o -

1. On a u, > 0 pour tout n € IN* par une récurrence facile. Ainsi, u#,+; > Inn pour tout n € IN*. Ainsi
Up +00.

n—+oo
2. Prouvons le résultat par récurrence sur n € IN \ {0, 1}.
= Onau, =In2 > In4.

= Soit n € IN tel que > 2. Supposons que u, < In(2n). Comme In(2n) =In2+Inn <2+ n,ona
Upe1 =In(n+u,) <In(n+n+2) =In(2n+2)

d’ot I'inégalité au rang n + 1.

3. Pourtoutne Ntelquen >2,ona u, =In(n—-1+u,-;) > In(n-1),ainsiln(n-1) < u, < In2+Inn.
Commeln2+Inn~Innetln(n—1) ~Inn,ona u, ~Inn.

LLG € HX6 12
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4, Pourne Ntelquen >2,ona

1 u, 1 u,- Uy_ In(n-1 Inn
un—lnn:ln(l——+ n1)~——+ n-1  Uno In ) .
n n n n n n n

Un—1
n

puisque 1 =0 (ln(”'”) et ~ ln('f;l) (cf. la question précédente).

no n
o -

1. Posons ¢(x) = x—tanh x pour tout x € R, ; ¢ est dérivable et ¢'(x) = 1 — (1 — tanh® x) = tanh? x > 0
pour tout x € R et ¢’ ne s’annule qu’en zéro. Ainsi ¢ est strictement croissante sur R ;. et, puisque
$(0) =0, ¢ est strictement croissante sur R .

2. La fonction f est dérivable sur R} (opérations sur les fonctions dérivables, un produit et une
composée) et, sur cet intervalle :

X X X X X

flx = Sinh(i) + x x _—21 X cosh(l) = cosh(l) (tanh(l) - l) <0

par la question précédente. De plus, on a f(x) XX % =1et f(x) +00 par croissances
©© +

X—
comparées.

3. Par ce qui précede et le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, f réalise une bijection
strictement décroissante de R} sur]1,00[. Pour n € N, ”T“ > 1 doncl'équation f(x) = "T“ admet

une unique solution u; > 0.

4. Par ce qui précede u, = f~1(1+ %) pour tout n € IN*. Comme f strictement décroissante, f !

'est aussi et puisque (1 + %)n>l est strictement décroissante, (#,),>1 est strictement croissante.
=

-1 o . 1 _ 1 1
Comme f~}(x) — +0 (cf.les variations de f) et 1+ — Lonau,=f""(1+) ——— +00
par composition des limites.

5. Puisque u, +00, 0n a

n
1 ) 1 1 1 1 1 1
1+ — = uysinh|—| = u, —+—=+to|5||=1l+—+o|—=
n Up Up 6lln uy 611n uy
d’ou % ~ 63‘%, ie u? ~ § puis uy, ~ \/%car U, >0 pour tout n € IN*.

o -

La fonction f est dérivable au voisinage de 0 en tant que composée de fonctions dérivables et au
voisinage de 0,

, 1 -1 1 1 1 1 1
f(x): X 2><_><—:——>< X
1+ x+1  (@2x+1)2 2 [x+1 2 3x+2 V(x+1DQR2x+1)
2x+1 2x+1
1 1 =
== x — x(1+3x+2x2)
4 1+§x

1 1
Puisqu’au voisinage de 0, Toa :0 l1-u+o(w), 1+ u)_% =1- Eu +o(u) ona
u

u—

LLG € HX6 13
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Laurent Kaczmarek
1 3 - 3
= 1--x+o0) et (1+3x+2x") 2 = 1-=x+o0(x)
1+2 x x—0 2 x—0 2
o . . o , I 3 , o NP
ainsi, par produit puis troncature a l'ordre un, f'(x) = 1 + Zx + o(x) d’ou, apres intégration et
x—>
b m x 3
puisque f(0) = arctan(1) = — f(x) = ——Z+=x*+o0(x%).

x—04 4 8

LLG € HX6 14
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