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nal d'un ensembleE sera noté |E|.
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1. Quizz

@@ Vrai ou faux ? f

1. Pour (n, m) € 7 tel que n < m,onacard[n, m]=m-n.
2. Iy a 10" entiers naturels ayant exactement n chiffre(s) en base 10 (pour n € IN).
3. Iy a 2" matrices carrées de taille n a coefficients dans {0, 1}.
4. llya % couples (x, y) avec x # y et (x, y) € [1, n]?.
5. Illya @ applications strictement croissantes de [1,2] dans [1, n].
6. llya w applications croissantes de [1,2] dans [1, n].
7. llya n" — n applications non surjectives de [1, n] dans lui-méme.
8. llya 2" -2 surjections de [1, n] dans [1,2].
9. Le mot MISSISSIPPI possede % anagrammes.
10. Lensemble [1, n] (pour n € IN*) admet on-1 parties de cardinal pair.
11. Pour x € R4, le cardinal de IN N [0, x] vaut | x].
12. Pour A et B finis, on a |A x B| = |A| x |B|.
13. Pour A et B finis, on dénombre |A|'Bl applications de A dans B.
14. Une application f:[2019, n+2018] — [1, n] surjective est injective (pour n € IN*).
15. Lensemble {1<i < j<n;(i,j)€[l,nl} estde cardinal @
16. Pour A et B parties de E fini, on a |AAB| = |[A| + |B| —2|ANn B|.
nl

17. Le nombre d’injections de [1, n] dans [1, p] est =TIk

18. Le nombre de surjections de [1, n] dans [n,2n] est n!.

Q@ QCM sur le dénombrement

1. On tire une main (sans ordre) de 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.

32

a. On dénombre (*;

) mains possibles.

b. On dénombre (3)(7) mains comportant exactement 2 piques.

. On dénombre (})(%)) mains comportant au moins une dame.

c
d. On dénombre 2(156) mains ne comportant qu'une seule couleur.

e. On dénombre 3 x 4 x 21 mains comportant exactement trois piques et une dame.
f. On dénombre (2)45 mains ou toutes les cartes ont des valeurs différentes.

2. On écrit tous les entiers naturels de 0 a 999 en base 10.
a. 11y a 3" nombres dont aucun des chiffres n’appartient a {1,2, 3}

b. 11y a 9% nombres oi1 le chiffre 1 n’apparait pas.
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c. Ily a 10® - 9% nombres oi1 le chiffre 0 n’apparait qu'une seule fois.
d. 11y a 93 nombres ot le chiffre 0 n’apparait pas.

e. On dénombre 300 fois le chiffre 1.

f. On dénombre 300 fois le chiffre 0.

3. Une urne contient 5 boules bleues (numérotées de 1 a 5) et 8 boules noires (numérotées de 6 a
13). On tire successivement 6 boules, en remettant a chaque fois la boule tirée. On dénombre :

a. 135 tirages au total; d. 83 x 5° tirages amenant 3 boules noires et

b. (%) x8° x5 tirages amenant 5 boules noires 3 boules bleues;

et une boule bleue; e. b x (152) tirages amenant une boule bleue

c. 5%+ 6 x 8 x 5° tirages amenant une boule au moins.

noire au plus;

4. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n, avec n > 2. On tire successivement et sans
remise toutes les boules de I'urne et on note les numéros obtenus. On dénombre :

a. n" tirages possibles;

b. n!tirages pour lesquels les numéros obtenus sont dans I’ordre croissant;

n. . . , , . N
C. T tirages dont les k premiers numéros sont dans 'ordre croissant (ou k € [1, n]);

n! . )
d. > tirages ou 1 arrive avant deux.

2. Exercices élémentaires

Q® Fonctions impaires

Soit (p, n) € IN2. Dénombrer les applications impaires f : [-p, p] — [-n, n].

n (0XO) Jeux de cartes

On appellera jeu un ensemble de 13 cartes parmi 52 (comportant les quatre couleurs usuelles : trefle,
pique, cceur et carreau). Calculer le nombre de jeux :

1. au total; 3. contenant exactement un as;

2. contenant au moins un as; 4. contenant deux couleurs exactement.

B 0® Mains

On considere les mains de 5 cartes que I'on peut extraire d'un jeu de 52 cartes.
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1. Combien y a-t-il de mains différentes ?
2. Combieny a-t-il de mains comprenant exactement un as ?
3. Combien y a-t-il de mains comprenant au moins un valet ?

4. Combieny a-t-il de mains comprenant (a la fois) au moins un roi et au moins une dame ?

a o® Applications respectant une partition

Soit E un ensemble de cardinal n € IN* et {El,Eg} une partition de E. On note n; le cardinal de E;.
Déterminer le nombre d’applications f : E — E laissant stables E; et Ej.

Q® Dénombrements de couples de parties

Soit n e IN tel que n > 2 et E := [1, n]. Dénombrer les couples (A, B) de parties de E telles que :

1. |[Al=1et|B|=2; 2. |AUB|=1; 3. JAnB|=1et|AUB|=2.

a 0@ Formules de base

Soit A, B et C des parties d'un ensemble.
1. Sachant que |JAUB| =50, |A|] =15 et [AnB| =5, calculer |B|.
2. Si|AUB| =60 et |A| = 3 x |B| =45 peut-on déduire que A et B sont disjoints ?
3. Si|AuUB| =60, [A] =10 et |B\ A| =50 peut-on déduire que Ac B ?

a XO} Doubles comptages f

On considere des entiers naturels n, k et £ tels que 0 < ¢ < k < n.

1. On suppose dans cette question que k > 1. On considere n personnes parmi lesquelles on choi-
sit un ensemble de k personnes appelé comité. Les membres du comité choisissent ensuite un
président parmi eux. Retrouver la formule comité-président au moyen d'un double comptage :

-4l)

2. On considere un ensemble E de cardinal n. En dénombrant de deux manieres les couples (G, F)
de parties de E telles que G c F, |G| = £ et |F| = k, démontrer que

HHR
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3. Exercices classiques plus techniques

10 [eX Couples et triplets sous condition f

Soit n € IN. Dénombrer les ensembles E1, E» et E3 suivants :

{(x,y)eﬂo,n}]z;x<y} , {(x,y,z)e[[O,n]]?’;z:max(x,y,z)} et {(x,y,z)eﬂo,n}]s;z:x+y}

11 [eXO Fonctions f

Soit E un ensemble de cardinal n € IN* et p € N*. Combien existe-t-il d’applications dont '’ensemble
de départ est une partie de E et qui sont a valeurs dans [1, p] ?

12 [eXO Records f

Soit n € N*. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On vide I'urne en tirant les boules une
a une, sans remise. On dit que le k-eme tirage est un record si et seulement si la boule obtenue a ce
tirage porte un numéro strictement supérieur aux précédents. On convient que le premier tirage est
un record.

1. Combien y a-t-il de facons de vider 'urne pour lesquelles il y a un record et un seul ? n records ?
i p+k| [p+qg+1
k=o\ P p+l

3. Soient k, j avec 2 < k < j < n. Combien y a-t-il de facons de vider 'urne pour lesquelles le k-eme
tirage est un record avec la boule n°j ?

2. Pour p et g € IN, montrer que

4. Soit k > 2. Combien y a-t-il de fagons de vider 'urne en obtenant un record au k-eme tirage ?

13 [eX Parties non comparables pour 'inclusion ff

Soit E un ensemble a n éléments. Trouver le nombre de couples (A, B) € Z(E)? tels que AZ B et B¢ A.

14 XS Dénombrement des mots sans le facteur ab ff

On note u, le nombre de mots de n lettres que 1'on peut écrire avec les 26 lettres de 1'alphabet et qui
vérifient la propriété (P) : le mot ne contient pas le facteur « ab ». On note a, le nombre de mots de n
lettres qui vérifient (P) et qui se terminent par la lettre a.

1. Calculer u; et u,.
2. Exprimer u,; en fonction de u, et a, pour tout n € IN*.
3. Exprimer a,; en fonction de u, pour tout n € IN*.

4. En déduire que, pour tout n € N tel que n > 2, u,4+1 = 26U, — uy—1.
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4. Indications

Laurent Kaczmarek

On trouve (2n + 1)P.

g -

Au 2., il est préférable de passer au complémentaire.

8 -

Cf. le cours pour des exemples similaires.

O -

On trouve ni“ (n—ny)"™ solutions.

8-

2
On trouve respectivement %, 3net2n(n-1).

B -

Utiliser la formule du crible (cardinal d’une réunion).

B -

Choisir d’abord le comité puis son président ou l'inverse.

5
n

n
On peut remarquer que E; = | | [0, k12 x {k} et B3 = || {(x, YeN? x+y= k}.

k=0 k=0
5

Construire f: A— [1, p] ou A cE en choisissant d’abord le cardinal k de A, puis A etc.

o -

Raisonner par exemple par récurrence au b) (ou faire apparaitre un télescopage).
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o -

On pourra s’intéresser au complémentaire.

o -

Au 3., on distinguera les mots a n + 1 lettres vérifiant (P) se terminant par un «b » et les autres.

LLG ¥ HX6 7
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(1 i}

5. Solutions

1. Faux. Il s’agit bien-str de m —n + 1.

2. Faux. Les chiffres sont quelconques sauf celui de poids fort qui ne peut étre nul (sauf s'il s’agit de

z6r0). On trouve 9 x 10" ! si n € IN* et 10 sinon.

3. Faux. Il y a n? coefficients et deux possibilités par coefficients, on dénombre donc 2" matrices.

o

. Faux. Il y a n choix possibles pour x et, a x fixé, n — 1 possibilités pour y. On trouve n(n —1).

Vrai. Construire une application strictement croissante de [1,2] dans [1, n] revient a choisir deux
entiers distincts sans ordre entre 1 et 7. On trouve ().

. Vrai. On dénombre (;’) applications strictement croissantes et n applications constantes d’ou

n(n+1)

>— possibilités.

7. Faux. Le nombre recherché est n" — n! car on dénombre n! surjections de [1, n] sur lui-méme.

8. Vrai. Il existe en effet exactement 2 deux applications non surjectives de [1, n] sur [1,2].

9. Vrai. On construit un mot de 11 lettres en choisissant successivement les positions de : quatre « S »,

10

11.
12.

13

14.

15

16

17.
18.

= Il fautretenir que )_

LLG ¥ HX6

quatre «I», deux « P» et un « M ». On trouve
11}(7}(3) _ 11!
4 [\a)\2]  arar2!

2n
Vrai. Le nombre de parties de cardinal pair vaut ) _ =21
o<zk<n | K

Faux. On trouve 1 + | x].

Vrai (cf. cours).

Faux (idem), on trouve |B|'Al.

Vrai car les ensembles de départ et d’arrivée sont finis de méme cardinal 7.

Vrai. Ce cardinal vaut celui de {(,1); i € [1,n]} plus celuide {(i,j);1<i<j<n}doun+(}) =

nn-1)
2

Vrai car AAB=(AuB)\ (AnB).
Vrai (cf. cours).

Faux. La réponse est zéro car le cardinal d’arrivé est strictement supérieur a celui de départ.

Enseignements a tirer de cet exercice

=2""1pour ne IN*.

2n)  Q+D"+(1-1)"
k| 2

0<2k<n



2025-2026 Laurent Kaczmarek

8-

1. Seuls a,, b., d. et f. sont vrais.

a. Mains : on choisit sans ordre 5 cartes parmi 32, (352).

b. Mains comportant exactement 2 piques : on choisit sans ordre 2 piques parmi 8 puis sans
ordre 3 cartes parmi 24 (tout sauf pique), (5) ().

c. Mains comportant au moins une dame : on dénombre plutét les mains sans dame, (%) — (7).

d. Mains ne comportant qu'une seule couleur : on choisit 5 cartes parmi 16 rouges ou 16 noires,

2(5)-

e. Mains comportant exactement trois piques et une dame. On dénombre d’abord les cas ou la
dame n'est pas de pique : (5) x 3 x (%'). On dénombre ensuite les cas oit la dame est de pique :

(Z) (224). Le résultat est la somme des deux.

f. Mains ot toutes les cartes ont des valeurs différentes : on choisit 5 valeurs parmi 8 puis, pour
chaque valeur, une couleur : (§)4°.

2. Seuls a,b, et e sont vrais.

=> Aucun des chiffres n'appartient a {1,2,3} : il y a 7 choix possibles pour chacune des trois déci-
males, 3.

= Le chiffre 1 n’apparait pas : 9 choix possibles pour chacune des trois décimales, 3.
= Le chiffre 0 n’apparait qu'une seule fois : 2 x 92.
= Le chiffre 0 n’apparait pas : on dénombre le complémentaire, 10 — (2 x 9> +9).

= Nombre d’occurrences du chiffre 1 : on dénombre 10? possibilités pour chacune des trois po-
sitions, 300.

= Nombre d’occurrences du chiffre 0 : on dénombre 102 possibilités pour chacune des deux po-
sitions, 200.

3. Tout est vrai saufd et e. Lensemble des tirages possibles est modélisable par [1,13]°. On en déduit
les réponses suivantes :

a. On a directement 13%;

b. = On choisit les positions des cinq boules noires : (g) possibilités;
=> On choisit les numéros des boules noires avec ordre : 8° possibilités;
= On choisit le numéro de la boule bleue : 5 possibilités;
d’out (g) x 8° x 5 par le lemme des bergers.

c. = On compte les tirages sans boule noire : 5° possibilités;

= On compte les tirages avec une seule boule noire :

o On choisit la position de la boule noire : 6 possibilités;
T On choisit la boule noire : 8 possibilités;

o On compleéte le tirage par des boules bleues : 5° possibilités.
On trouve donc 6 x 8 x 5° configurations.

D’ot1 le résultat final : 5 + 6 x 8 x 5° solutions.
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d. = On choisit les positions des trois boules noires : (g) possibilités;
= On choisit les numéros des boules noires avec ordre : 8 possibilités;

=» On compléte le tirage par des boules bleues : 5° possibilités.
Dot (§) x 8% x 5° solutions par le lemme des bergers.

e. On passe par le complémentaire. Comme il y a 8% tirages sans boule bleue, on obtient 135 — 8°
solutions.

4. Seuls c et d sont vrais.

a. L'ensemble des tirages est en bijection avec '’ensemble des permutations de [1, n], on trouve
donc n! possibilités.

b. Iln'y a évidemment qu'un seul tirage pour lequel les numéros obtenus sont dans I’ordre crois-
sant.

c. On choisit les k premiers termes que I'’on ordonne dans I’ordre croissant : (Z) possibilités. Puis
on permute sans contrainte les n — k termes restants afin de compléter le tirage. On a donc
n | — n!
() (n—kt=7%-

d. On trouve %‘ car il y a autant de permutations telles que 1 arrive avant 2 que I'inverse. On peut

par exemple remarquer que o — To0 est une bijection du premier ensemble sur le second, ou
T est la permutation qui échange 1 et 2 en fixant tous les autres termes.

Enseignements a tirer de cet exercice

= On peut facilement généraliser le 4. a plus de deux ensembles.

8-

Lensemble des applications impaires f : [—p, p] — [-n,n] est clairement en bijection avec l'en-
semble des applications de [1, p] dans [—n, n]. On trouve donc (2n + 1)".

a-

1. Le nombre total de jeux possibles est (2).

2. On dénombre (}3) jeux ne contenant aucun as. La réponse est donc (3) — (3).

3. Construisons un jeu contenant exactement un as. On choisit 1’as (4 possibilités) puis on choisit 12
cartes parmi les 48 cartes qui ne sont pas des as ((}5) possibilités). On trouve donc 4(}5).

4. Construisons un jeu contenant exactement deux couleurs. On choisit les deux couleurs : (‘21) pos-

sibilités. Puis on choisit le jeu : (33) —2. D’ott (3) ((53) — 2) possibilités au total.

8 -

1. On dénombre (

52

a ) mains.

2. Construisons une main comprenant exactement un as.

LLG € HX6 10
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= Choisissons I'as : 4 choix possibles.

= On compléte la main en choisissant une main de 4 cartes parmi 48 restantes (on enleve les 4
as) : (%) poissibilités.

On obtient un total de 4(*) par le lemme des Bergers.

48

5 ) mains avec au moins un valet.

3.Ilya (458) mains sans valets d’oil (552 )= (

4. Notons R (resp. D) 'ensemble des mains avec au moins un roi (resp. au moins une dame). Il s’agit

de calculer [RNDJ|.On a
52 48 44
5 5 5

52 = =
)—|RUD|:
5

52 - = = =
?)- I~ pl+ kD) -

O -

Construisons une fonction f : E — E telle que f(E;) cE; et f(E2) c E.

= On définit f sur E; par une fonction quelconque de E; dans E; :ily a n;"! possibilités.

= On complete en définissant f sur E, par une fonction quelconque de E; dans E; :ilya (n—n;)" ™™
possibilités.

= On déduit du lemme des bergers n;" (n—n;)"~™ solutions.

5
nz(n—l)

1. llya n choix pour A et (g) pour B donc —5— au total par le lemme des bergers.

2. Les solutions sont exactement les couples de la forme ({a},@), (@, {a}) et ({a}, {a}) ouacll,n].
On en dénombre 3.

3. On construit AN B en choisissant un élément x de E, puis on construit A et B en fixant y dans
E\{x}, ilya deux possibilités A = {x} et B= {x, y}, ou B = {x} et A= {x, y}, 2n(n—1).

B -

1. Ona|B|=|AUB|+|ANnB|-]A| =50+5—-15=40.
2. Ona|AnB|=|AUB|—|A|-|B|=60-45-15=0. Donc AnB = g, c’est-a-dire A et B sont disjoints.
3. Non. Contre-exemple A = [1,10] et B = [2,60].

B -

1. = Commencons par choisir le comité : (Z) possibilités. Puis un président parmi celui-ci : k choix
possibles. On a donc k('IZ) choix au total par le lemme des bergers.

=> On peut aussi choisir le président : n possibilités. Puis on compléte le comité : (’,Z:}) possibilités.
D’ol1 un total de n(}~;) par le lemme des bergers.

On retrouve donc () = %(Z:i)
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2. = Choisissons d’abord F : (}) possibilités. Puis on choisit G : ('E) possibilités. D’ol1 un total de
(Z) (’g) par le lemme des bergers.

= Choisissons d’abord G : ('g) possibilités. Puis on choisit F en complétant G par une partie de
E\G de cardinal k£ : (Z:g) possibilités. D’ot1 un total de (7) (Z:g) par le lemme des bergers.

On en déduit que (}) (]Z) = (%) (Ziﬁ)

o -

n+2 N , .
= Ona#E; = ) car E; est en bijection avec I'’ensemble des paires de [0, r].

" - 1 2)(2n+3
= OnaE2: Uﬂo’k]]z X{k}.AinSi, #EZZ Z(k+1)2: (n+ )(n+ )( n+ ).
k=0 k=0 6
= OnakE3= |_| {(x,y)e]NZ;x+y:k}.Ainsi,#Egz Z(k+1):(n+)2$-

k=0 k=0

o -

Construisons une application ¢ dont’ensemble de départ est une partie de E et a valeurs dans [1, p] :

= On choisit le cardinal de I'’ensemble de départ A de ¢ : k € [0, n].
= On choisit les éléments de A : (}) possibilités.

= On construit ¢ : A — [1, p] : on sait qu'il y a exactement p* possibilités.

n
On en déduit le nombre total de solutions Z (7) pk =(p+D".
k=0 1\

Commentaire

On peut aussi procéder de la facon suivante : pour construire une solution, a tout x dans E, on
associe ou non un élément de E. On a donc p +1 choix possibles pour chaque x dans E, d’ou (p+1)"
possibilités au total.

o -

1. Le premier tirage est un record (par convention) et le tirage ou 'on obtient le numéro 7 est tou-
jours un record. De plus, une fois le numéro n tiré, il ne peut plus y avoir de record. On déduit de
ces deux remarques que :

= ily aunrecord et un seul si et seulement si on tire n en premier;
= il y a n records si et seulement si on tire les numéros dans I'ordre;

Il'ya donc (n—1)! tirages avec un seul record et un seul tirage avec n records.

LLG € HX6 12
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2. On prouve la formule a p fixé, par récurence sur ¢g. La formule est claire pour g = 0. Supposons la
formule vérifiée pour g € N. On a

‘il p+k| [p+g+1 +2‘7: prk|_[pra+1|, (p+ra+1|_[p+q+2
k=o\ P p k=o\ P P p+1 p+1
par la formule de Pascal. La formule est donc vérifiée au rang g + 1.

3. Soient k, j avec 2 < k < j < n. Le k-éme tirage est un record avec la boule n°j si et seulement siles
numéros tirés aux tirages 1, 2, ..., k — 1 appartiennent a [1, j — 1] ; pour construire un tel tirage,
on choisit d’abord avec ordre k — 1 numéros distincts dans [1, j — 1], puis on compléte par une
permutation quelconque des n — k numéros restants. On en dénombre donc

j—1

(j—l)(j—2)---(j—k+1)(n—k)!:(k—l)!(k_l

)(n—k)!

4. Soit k > 2. Si on obtient un record au k-éme tirage avec une boule numérotée j, alors nécessaire-
ment k < j. On déduit des deux questions précédentes que le nombre de tirages avec record au
k-éme tirage vaut

3 J-1 - (71 n| n!
— | - | = — | — | — _ 1 _ | _
];k(k 1).(k_1)(n k)= (k- Dl(n k).jgk(k_l) (k—Dl(n k).(k) -

(13 )

On s’'intéresse au complémentaire : 'ensemble des couples (A, B) de parties de E telles que A < B ou
B c A. Notons F; et F» 'ensembles des couples (A, B) de parties de E vérifiant respectivement A < B et
BcA.

= Construisons point par point un élément (A,B) de F;. Pour x € E, il y a trois possibilités : x € A et
xeB,x¢AetxeB, x¢Aetx¢gB.On adonc 3" solutions par le lemme des bergers. On a donc
|F1| = |Fa| =3".

= OnaF;nF,={(A/A);AcE}dou |F;nFy| =2".

= On en déduit que |[Fy UF,|=2x3"-2"d’ou

| 2(E)?| - |F1 UFy| =4" +2" -2 x 3"

o -

1. On a clairement u; = 26 et u, = 26> — 1.

2. Soit n€ IN*. Les mots a n + 1 lettres vérifiant (P) sont de deux types :

= Ceux dont la (n + 1)-eme lettre est b. On dénombre u; — a, choix possibles des n premieres
lettres (un mot de n lettres quelconque vérifiant (P) et ne se terminant pas par «a»);

= Ceux dontla (n+1)-éme lettre est différente de b. On choisit celle-ci : il y a 25 possibilités. On
dénombre ensuite u, choix possibles des n premiéres lettres, d’'ou 25u,, possibilités au total.

Ainsi Uy = U, — a, +25u, = 26u, — a,.
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3. On a a,+) = u, car un mot de longueur 7 + 1 finissant par a est de type (P) si et seulement si ses n
premieéres lettres vérifient (P).

4. On déduit de ce qui précede que, pour tout ne N telque n > 2,ona
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