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1. Quizz

O® Vrai ou Faux ?

1. Les solutions de y' + Ay = 0 sont de la forme ¢ — CeM o1 C€ R.

2. Les solutions de y’ = a(t)y sont de la forme t — Ce* "’ o1 C € R.

3. Les solutions de y”" — 4y’ = 0 sont de la forme ¢ — Ce 2! + De?! o1 (C,D) € R?.

4. Les solutions de y" — y = 0 sont de la forme ¢ — Ce’ + De™? ou1 (C,D) € R?.

5. Les solutions de y” +9y = 0 sont de la forme ¢ — Ccos(3t) + Dsin(3t) o1 (C,D) € R?.
6. Deux solutions de y’ = a(t)y sont proportionnelles ou1 @ : I — R est continue.

7. Les solutions de y" — 5y’ + 6y = 0 sont de la forme ¢ — Ce?’ + De3! o1 (C,D) € R2.

8. Les solutions de y' = e’y sont de la forme ¢ — Ce® ouCeR.

9. Les solutions de y" + 4y’ + 4y = 0 sont de la forme ¢ — Ce 2! o1 C€ R.
!

10. Une primitive de x — est x — In|u(x)| ot u:1— R est continue et ne s’annule pas.

n(r)

| 1
11. Une primitive de ¢ — — est x — E(ln 2.

1
x2—a?

. xX—a
12. Pour a € R*, une primitive de x — ’

1
estx-—»—ln‘
2a xX+a

1
13. Une primitive de t — —— est x — In(|In z]).
tint

1
14. Une primitive de ¢ — 1—; est x—In|1—¢|.

Q® QCM sur les équations diftérentielles linéaires f

1. Lensemble des solutions de y' — (Inx)y = x* sur R est:
a. vide; b. {x—x"+Cx*e¢ *;CeR}; ¢ {x—Cx%e*;CeR}.

2. Soit n € N. Lensemble des solutions sur I =]0, +oo[ de I'équation 21y’ + y = t" est :

" A "
a.{tel-—» +—;A€eR b. 1 tel— +M1AeR
2n+1  /t 2n—-1

3. Lensemble des solutions sur ] —oco,1[de (1 - x)?y' = (2—x)y est :

e”(l_’C);kER} c. {x-—>—1 k e”(x_l);kE]R}

k
a. {x-—»k(l—x)e”(x_l);kER} b-{x'—>1— —

-Xx
4. Lensemble des solutions sur R de I'équation y' + y = tcost est:

t t r—1
— cos(1) +Tsin(t)+)\e_t;)\€R}

a. {t-—»ésin(t)+)\e_t;)\€]R} b.{t

LLG ¥ HX6 2



2025-2026 Laurent Kaczmarek

5. Lensemble des solutions du probléme de Cauchy y”’ —4y'+4y =0, y(0) =0, y'(0)=0est:
a. {x— 0} b. {x— xe**} c. {x— (ax+b)e*™; (a,b) e R*}

X

6. Lensemble des solutions de y" +y' —2y = e3* + e >“ est :

3x —2x 3x —-2x
e xe e xe
a {x»—»—— +Aex+Be_2x;(A,B)€]R2}b.{x»—»—— +Ae‘x+Be2x;(A,B)e]R2}
10 3 10 3
7. Lensemble des solutions de y" -2y’ +2y = e*sinx est :
sin(x)e*

xcos(x)e®
a s xXx———

5 +Acos(x—(p)ex;(A,(p)€R2}b. {xH

+Acos(x—@)e*; (A @) € R? }

8. Lensemble des solutions de y"" —y”" =0 est :
a. {x—Ae*+Bx+C; (A B,C) ERZ} b. {x— Ae*+Be " +C; (A, B,C) €IR3}

2. Exercices élémentaires

o® Une EDL d’ordre deux a coefficients constants

Résoudre sur R I'équation y" -3y’ +2y = te®’.

n 0@ Une EDL d’ordre un

Soit1=]0,+oco[etE: (1-e )y +y=e"".

1. Résoudre I'’équation homogene Ey sur 1.

2. Résoudre E sur I.

B Q® Variations sur la constante

On cherche arésoudre E: (1-x)y' +xy =e*.Onposel_ =] -oo,1[etI, =]1,+ool.

X
1. SoitI=1_ouly, et a:1 — R définie par x — a(x) = - Déterminer une primitive de a sur .

2. Résoudre, séparément sur les intervalles I_ et I, 'équation différentielle Ey : (1 —x)y' + xy = 0.
On simplifiera au maximum I'expression des fonctions solutions.

3. Résoudre, séparément sur les intervalles I_ et I, 'équation différentielle E. On notera respective-
ment .- et %, les ensembles de solutions.

a Q® Une récurrence d’ordre un

Soit (uy) nelv 1a suite définie par ug:=0etVne N, uy =2u, +2" —1.

Expliciter u, en fonction de n.
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Q® Une équation d’ordre un f

Résoudre sur I =10, [ I'équation différentielle (E) : y' + (cotant)y = cos® £.

a o® Une équation d’ordre deux a coefficients constants f

Résoudre sur R I'équation y” -2y’ +5y = e* cos2x.

a o® Une exemple d’ordre trois

Résoudre sur R I'équation y"' — y' = 1.

3. Exercices classiques plus techniques

10 [eX Une EDL d’ordre un f

Résoudre sur R* puis R* I'équation E: x|y’ + (x — 1)y = x*.

11 [eXO Une famille parametrée d’équations f

Pour A € R, onnote E, : y" +2Ay' + y=0.
1
1. Expliciter les solutions de E) pour A =0, A = 2 AN2=1letA=V2.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que toutes les solutions de E) soient
bornées sur R, .

12 R Deux équations ff

3

Soit w € R. Résoudre les équations y” + y = sinwx puis y” + y = sin” x.

IRl 0 ® —— Une équation qui se rameéne a une équation différentielle ff

Déterminer les fonctions f: R — R dérivables vérifiant Vt e R, f/'(£) = f(1-1).

14 [eX Une non-équation différentielle ff

Résoudre I'équation y' + y = y(0) + y(1).
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4. Indications

(1 i}

Appliquer les méthodes et les formulaires du cours.

B8 -

Au 5., aucun calcul n’est nécessaire.

(3 o

Le cours permet de déterminer la forme d'une solution particuliere.

a-

Les solutions homogenes sont de la forme t €1 — ﬁ, oulAelR.

8 -

On trouve x— A(l —x)e*surl_et1,.

G -

Appliquer la méthode de la variation de la constante.

8 -

Les solutions homogenes sont t € [ — -2, ot A € R.

sint’
0-

Passer sur C.

B -

Se ramener a une équation d’ordre deux.

o -

Faire varier la constante.

o -

Toutes les solutions de E) sont bornées sur R, si et seulement si A € [0, +ool.

o -

Distinguer lescas w =1 et w # 1.

LLG ¥ HX6 5



2025-2026 Laurent Kaczmarek

o -

Attention, ce n’est pas une équation différentielle, on I’abordera par une Analyse-Synthése. On mon-
trera en particulier que, si f est solution, alors f est deux fois dérivable et solution d’'une équation
différentielle linéaire d’ordre deux.

o -

Ce n'est pas une équation différentielle : procédez par analyse-synthese.
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5. Solutions

(1 )

1. Faux. La bonne réponse est t — Ce

-\t
2. Faux, la formule proposée n’est valable que si la fonction a est constante. La bonne réponse est
t— Ce D o1 A est une primitive de a.

3. Faux. Léquation caractéristique s’écrit 7> —4r = 0 (et non pas r> —4 = 0). La bonne réponse est
t— A+Be*! ou (A,B) estun couple de réels.

4. Vrai. On peut aussi écrire les solutions sous la forme ¢ — Ae’+Be™" o1 (A, B) est un couple de réels.
5. Vrai.
6. Vrai.
7. Vrai.
8. Vrai.
9. Faux. La bonne réponse est t — (A + Bt)e 2! ot (A, B) € R2.
10. Vrai.

11. Vrai:la fonction est de la forme u/(#) u(t).

1 1 1 1
12. Vrai, décomposer en €léments simples : ——— = — ( - )
x—a- 2a\x—-a x+a

13. Vrai:lafonction est de la forme u/(£)/ u(t).

14. Faux. La bonne réponse est t — —In|1 — ¢|.

Enseignements a tirer de cet exercice

= Les étourdis ont intérét a dériver ce qu’ils pensent étre une primitive d'une fonction f afin de
vérifier leur calcul. C’est particulierement important dans le cadre des EDL o1 toute erreur dans
la résolution de I'équation homogene impacte la variation de la constante qui suit.

= 1l faut reconnaitre 'équation d’'un oscillateur (y” + w?y = 0 avec w € R*, cf. le 5.) et donner ses
solutions sans passer pas I’équation caractéristique.

8-

1. Seul le b. est vrai. On peut, par exemple, appliquer la méthode de la variation de la constante pour
obtenir le résultat.

2. Seul le a. est vrai (variation de la constante).
3. Seul le b. est vrai (variation de la constante).
4. Seul le b. est vrai.

5. Seul a. est vrai et aucun calcul n’est nécessaire : un probleme de Cauchy admet une unique solu-
tion, comme la fonction nulle vérifie les équations posées, il s’agit de la seule solution.
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6. Seul a. est vrai. Utiliser le principe de superposition et rechercher des solutions particulieres sous
forme polyndéme-exponentielle.

7. Seul a. est vrai. Passer sur C (second membre e!!*9%) afin de trouver une solution particuliére.

8. Seul a. est vrai : y est solution si et seulement si z := y" est solution de z' = z.

Enseignements a tirer de cet exercice

= Au 5., on utilise 'unicité de la solution a un probleme de Cauchy.

= Au 6., on exploite le théoreme de superposition.

(3

= 1l existe une solution particuliére de la forme ¢ — P(t)e?! avec P polynéme. En remplacant dans
I'équation, on trouve P”(f) — P'(¢) = t, donc P est de degré deux et, apres tout calcul, P(f) = t2/2 -t

convient.
t2
= Les solutions sont de la forme ¢t — (3 - t) e’y \el + pe2t ol (A, p) € R2.

a-

1. Puisquesurl,1—e”

et
; el-1
Comme e/ —1>0surl, ona fﬁdt =In(le’ — 1|) = In(e’ — 1), les solutions de Ey sur I sont les

t

= e (e’ —1) #0, 'équation homogene Ey est équivalente AE: y' + -£=y = 0.

fonctions de la forme te I — ﬁ, oulelR.

2. Appliquons la méthode de la variation de la constante. D’apres ce qui précede, les solutions de

E sur I sont les fonctions de la forme t € I — e)\‘(—t)l avec A définie et dérivable sur I et vérifiant

12 —
Vtel, i‘t(_ti = 1fet_t = etl_l, ieVerel, N(f)=1,cequiéquivautaVvrel, A(f)=t+C,ouCeR.Les
solutions sont donc les fonctions de la forme, t €1 — e”‘;’_c ouCeR.

1
B -
x-141 _

1. OnaVvxel, a(x):ﬁ: - ——1+ﬁ,d’of1,surl,fa(x)dx:—x—lnll—xl.

2. Résolvons Ey sur les intervallesI_ et 1.

= Résolution surl_ : d’apres la question précédente, les solutions de Ey sur I_ sont les fonctions
de la forme
xel_— A9 — (1 - x)e*, avec A e RR.

= Résolution surl, : d’apres la question précédente, les solutions de Ey sur I sont les fonctions
de la forme

xel— e = (x—1)e¥ = p(1—x)e*, avec p=—p; €R.
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3. Puisque les solutions de Ey sur I; et [- sont de la méme forme, nous recherchons une solution
particuliere de E sur I =1, ou I_. Appliquons la méthode la variation de la constante : il existe une
solution particuliere de E sur I de la forme

Yo:x€l—A(x)(1-x)e* avecA:R — R dérivable.

Ona
Vxel, yp(x) =N x)1-x)e* —Ax)e* +A(x)(1-x)e*

yosol.deE < Vxel, (1-x)yy(x)+xy(x)=e"
— Vxel, Q-x)’N@e =1 -0 Ax)e*+Ax)(1-x)2e*+xA(x)(1-x)e* =e*
— Vxel, Q-xN(x)er=¢*
1
f—" Vx€I, )\,(X):m

: . (1-x)e*
La fonction yp: x € [ — =~

précede, on a

= e* est donc une solution particuliere de E sur I. D’apres ce qui

y+:{y:xel+-—>ex+)\(1—x)ex;)\€]R} et y_:{y:er_He"+u(1—x)ex:u€]R}

O -

L'équation homogene a pour solutions les suites géométriques de raison deux. Pour tout n € IN, on

Un+l  Un _ 1 1
2n+1 2n E - 2n+1

—(u n 1
Yn Z ( k+1 ) I
o 2k+1 2 on
puis u, = (n—-2)2""1 +1.

(7 e

= Puisque sur I le sinus est strictement positif, [‘cotan tdf =1In|sin¢| =Insin ¢ et les solutions sur cet

intervalle de I'’équation homogene (Eg) sont donc les fonctions de la forme, t €1 — m, ouAeR.

= Appliquons la méthode de la variation de la constante pour résoudre (E) sur I. D’apres le point

précédent, les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme t € I — Si‘é& ou A est

!
une fonction définie et dérivable sur I vérifiant V¢ € I, S)i‘n((?) = cos?(1), c’est-a-dire A = [ sin cos? =
~ . . 3 S
—% cos® +C, ot1C € R. Les solutions sont donc les fonctions de la forme t € I — — %ni + &, ouCe

R.

B -
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= Passons sur C et recherchons une solution particuliere de 'équation y” — 2y’ +5y = e1*20% Tl en
existe une de la forme y; : x — Q(x)e'*29* avec Q polynomiale. Aprés tout calcul, on trouve que

Q(x) = —ix/4 convient. La partie réelle de yy est une solution de 'équation initiale et vaut x —
xsin(2x)e*
=

= Puisque les solutions de |’équation caratéristique sont 1+ 21, les solutions de I’équation homogeéne
sont de la forme
x — (Acos(2x) + psin(2x)) e ot (A, p) € R?

n(25) o*
= Les solutions sont de la forme x — xsin(2xje” +(Acos(2x) + psin(2x) ) e avec (A, p) € R?.

4
B -

En posant z = y/, I'équation est équivalente a z” —z = 1.

= Cette équation admet des solutions de la forme x — —1+ Ae* + pe " avec (A, p) € R?.

= On en déduit que les solutions de I'équation initiale sont de la forme x — —x + Ae® + Be™* + C avec
(A,B,C) e R%.

o -

= Sur ]0, +oo[ I'équation s’écrit y' + ——y = x. On note Ey 'équation homogene.
X

o Puisque — [ %ldx =In(x) — x, les solutions de Ey sont de la forme x — Axe™™, ou A € R.

o Meéthode la variation de la constante : il existe une solution de la forme x — A(x)xe™* avec A
dérivable. L'équation est équivalente a :

Vx>0, Nx)xe *=x, ie. N'(x)=¢e"

Ainsi x — x est une solution particuliere.

o Les solutions sur R} sont donc de la forme x — x+Axe™, ou A€ R.
1—-x
= Sur ] —o0,0[, I'’équation s’écrit y’ + ——y = —x. On note Eyy '’équation homogene.
X
o Puisque — f 1_Txdx = x —In(—x), les solutions de Ey sont de la forme x — )\e—;, oulelR.

o Méthode de la variation de la constante : il existe une solution de la forme x — )\(x)e—; avec A
dérivable. L'équation est équivalente a :

ex
Vx<0, N(x)—=x ie. N(x)=x’e "
X

Recherchons une primitive de x — x?e™* sous la forme x — (ax? + bx + c)e”*. On aboutit a
o 2 . oy
a=-1,b=-2etc=-2.Ainsi, x — Lxxﬂ est une solution particuliere.

2 X
X“+2x+2 e
o Les solutions sont de la forme x— —— + A\— avec A € R.

X X
o -
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1. Léquation caractéristique de E) s’écrit z°+2Az+1 =0 etadmet A := 4 ()\2 —1) pour discriminant.
On en déduit les solutions de E) dans les cas suivants :

= Cas1,A=0 : x— Acosx+Bsinx avec (A,B) € R2.

1 x
= Cas2, A= 5 . x— e~ 2(Acosv/3x+Bsinv/3x) avec (A, B) € R2.
= Cas3,A=1 : x— e *(Ax+B) avec (A,B) € R2.

= Cas4,A=-1 : x— e*(Ax+B) avec (A,B) € R2.
= Cas5 A=v2 : x— Ae"V2+DX { Bp(-V2-Dx ayec (A, B) € R2.

N

Discutons la forme des racines de I’équation caractéristique & de E).

= Cas 1:A > 0. Les solutions r; et r, de &) sont distinctes et réelles. Les solutions de E) sont de la
forme x — Ae"* +Be'2*; elles sont toutes bornées sur R, si et seulement si x — e"* et x — e"2*
sont bornées sur R, ce qui équivaut a r; et rp appartiennent a R_. Puisque riro =1, ry et rp
sont de méme signe. Puisque 2A = —(r; + 12), 11 et r, appartiennent a R_ équivauta A € R ..

= Cas 2: A <0.Les solutions de &), sont de la forme r +is avec (r,s) € R x R*. Les solutions de E,
sont de la forme x — Acos(sx—@)e’*; elles sont toutes bornées sur R, si et seulement si r <O0.
Puisque A = —r, r e R_ équivauta A € R,.

= Cas 3: A =0.Comme x — xe * est bornée sur R, mais pas x— e*, on déduit des cas 3 et 4 de
la question précédente que seule la valeur A = 1 correspond a des solutions bornées sur R ;.

Ainsi, toutes les solutions de E) sont bornées sur R, si et seulement si A € [0, +oo.

o -

= Les solutions de I'équation homogene sont de la forme x — A cos(x) + usin(x) ott (A, p) € R?.

=> Premier cas: w = =+1.

o Passons sur C et résolvons les équations y” + y = e¢'*, ol1 € = +1. Il existe une solution parti-
culiere de la forme x — P(x)e®*“* avec P polynéme. En remplacant dans I'équation, on trouve
P”(x)+2€iP’(x) = 1, ainsi P est degré un et, apres tout calcul, obtient que P(x) = —exi/2 convient.
Ainsi x — —excos(x)/2 est une solution particuliére de I'’équation initiale.

o Les solutions sont donc de la forme x — _E%s(x) + Acos(x) + psin(x), ou (A, p) € R2.

= Second cas: w # £1.
o Passons sur C et résolvons 'équation y” + y = e'®*. Cette équation admet une solution parti-
culiere de la forme x — P(x)e'®* avec P polyndome. On obtient P(x) = 1/(1 — w?) en remplacant
dans I’équation. Ainsi x — sin(wx)/(1 — w?) est solution particuliére de I'équation initiale.

. sin(x)
o Les solutions sont de la forme x — . 5

+Acos(x) + pusin(x), ot (A, p) € R2.

= Puisque Vx € R, sin®(x) = (3sin(x) — sin(3x)/4 d’apres les calculs précédents et le principe de su-

perposition, x — —3% Cgs(x) + Smg(;’” est une solution particuliere de I’équation.

3xcos(x) N sin(3x)
8 32

= Les solutions sont donc de la forme x — — +Acos(x) + usin(x), ol (A, ) € R?.
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Méthodologie

I est indispensable de linéariser avant de passer sur C car sin® 7 # Im ((3”)3) en général (la relation
(Im 2z)® # Im(z%) n’est pas vraie en général pour z € C).

(13 I

On aborde cette question ouverte par une analyse-synthese.

= Soit f: R — R dérivable vérifiant V¢ € R, f'(1) = f(1—t). La fonction f’ est alors dérivable en tant
que composée de fonctions dérivables et, pour tout réel ¢, f"'(f) = —f'(1 - t) = — f(¢). Ainsi, f est
dela forme f:t— Acos(t—®), avec (A, ) € R2.

= Réciproquement, soit (A,B) € R? et f : r— Acos(t — ¢). Cette fonction est dérivable et

VieR, fli=f1-1 < VieR, —Asin(t—¢) =Acos(1—t— )
— VieR A(cos(m-g—q))—cos(l—q)—t)):O

’ 2
T 1)
f+———
4 2

<— VteR, —2Asin 0

JT+1 q))s'n
e i
4 2
C(mo 1
= Asm(—+——c|)):0
4 2
U

1
< A=0 ou ¢:Z+§[7T]

Les solutions au probléeme posé sont donc les fonctions de la forme ¢ — Acos (1 — I + %) ouAeR.

4
5

On procéde a nouveau par analyse-synthese.

= Soit y: R — R dérivable vérifiant V¢ € R, y'(¢) + y(¢) = y(0) + y(1). En notant k := y(0) + y(1), on a
donc y' + y =k doncil existe A € R tel que Vi€ R, y(t) =Ae " +k.

= Réciproquement, soit (k,A) € R® et y : t — Ae~ "+ k. Cette fonction est dérivable et vérifie I'équation
de I'énoncé si et seulement si k = A(1+e~1) + 2k, ie k = —A(1 + e™!). On en déduit que les solutions
au probléme posé sont les fonctions de la forme t— Ae " —A(1+e ! ou A e R.
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