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¢Q ALG 9 Espaces vectoriels et applications linéaires

On étudie la structure d’espace vectoriel et en particulier les espaces de dimension
finie qui généralisent les espaces de coordonnées R? et R® bien connus.
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1. Quizz

o 0@ Vrai ou faux ? f

Dans ce qui suit, u et v désignent des endomorphismes d'un KK-ev E non nul.
. SoitF et GdeuxsevdeE telsque F+ G=FnG. Alors F=G.

. Lensemble des suites monotones est un sous-espace vectoriel de RN,

. Lensemble des suites périodiques est un sous-espace vectoriel de RN,

. Soit F et G deux sev de E tels que F+ G =F. Alors F = G.

Si v est un isomorphisme, alors Im(z o v) = Im u et Ker (v o u) = Ker u.

SiGeH=EetFestunsevdeE, alors ( GNnF)e (HnF) =F.

by

. Pourtout A € K*, Im(Au) = Im u et Ker(Au) = Ker u.

{ fe RE; f constante} et { fe RE; fO)=-f1) } sont supplémentaires dans R®.

© ® NSO G A WN =

Ker u et Im u sont supplémentaires dans E.

._.
e

Si F est un sev de E, alors Ker u|g= F nKer u.

-
i

. uov=0 < ImvcKeru.

ot
[\

. Ker uov=XKerunKerv.

)
w

. Im(u+v)=Imu+Imuv.

)
-

. Le seul projecteur bijectif de E est idg.

Ju—
ol

. Si p est un projecteur de E, alors Ker(idg — p) =Im p et Im(idg — p) = Ker p.

._.
o

SiKeru=KervetImu=Imuv,alors u=v.

ot
IN]

. Si u et v commutent, alors Im u est stable par v.

et
=]

. Si u et v commutent, alors Ker u est stable par v.

o® QCM sur les applications linéaires f

1. Soit # un endomorphisme d'un IK-ev E. Vrai ou faux ?
a. (Ker uk)kE]N et (Im uk )ke]N sont respectivement décroissante et croissante pour 'inclusion;
b. SiKer u” = Ker uP*!, alors Vk > p, Ker u* = Ker uP;
c. Silm u” =Im uP*!, alors Vi > p, Im uk =ImuP;
d. PourtoutsevFetGdeE,ona u(F+G) = u(F)+u(G);
e. SiF et G sont en somme directe, alors u(F & G) = u(F) ® u(G);
f. SiF et G sont en somme directe et u est injective, alors u(F & G) = u(F) & u(G).

2. SoitA,BetCdessevdun K-evE.Onnote F=(AnB)+ (ANnC),G=ANB+(AnC)) etH=An B+ C). Vrai ou faux ?
a. Fet Gsontdessevde H. b. F=H. c. F=G.
3. Soit F et G des sev de E. Vrai ou faux?

a. FNGcF+G; c. FcF+G; e. FUFNG)cF+G;
b. FUGcF+G; d. F+F=F; f. F+G=G+F.
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4. Soit k € Ry, Iintervalle de R et By := { f € R'; f k-lipschitzienne}. Vrai ou faux ?
a. Pourtout k€ R,, E; est un sevde RL

b. Lensemble E:= | J Ej n'est pasunsevde R.
keR ¢

c. Silestunsegmentde IR, alors 4’ (I, R) est un sous espace vectoriel de E.

5. Soit E un K-ev, F et G deux sev supplémentaires dans E. On note respectivement p et s la projection sur F paralléle-
ment a G et la symétrie par rapport a F parallélement a G. Vrai ou faux ?

a. s=2p—idg;

b. idg — p estla projection sur G parallélement a F;

c. idg — s est la symétrie par rapport a G parallélement a F;

d. Pour ue _Z(E), F est stable par u si et seulement si pou= u;

e. Pour ue Z(E), si pou=uop alorsF est stable par u.
1 n

6. Soit ne€ IN*. Pour X = (x,...,x,) € R", on pose $(X) = — (Z x,-) u ol u=(1,...,1). Vrai ou faux ?

n\i=1

a. ¢ est une symétrie; b. ¢ estun projecteur; c. Im¢ =Vect(u).

2. Exercices élémentaires

Q® Somme de deux plans

SoitE=R3 F={(x,y,2); x+y—z=0}etG={(a—b,a+b,a-3b) (a,b) € R?}.
1. Etablir que F et G sont des sev de E.

2. Déterminer F N G. Prouver que F + G = E. La somme est-elle directe ?

n (OXO) Un R-espace vectoriel

On note E 'ensemble des fonctions f : R — R telles qu'il existe a € R, et A € R, vérifiant | f (x)| < Alx| pour tout x > a.
Montrer que E est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

O® Combinaison linéaire inversible

Soit E un R-ev, u et v dans .Z (E) tels que 3(a, b) € R2, au+ bv € GL(E). Montrer que KerunKerv = {0}

a O® Composées

Soit f et g les endomorphismes de R? définis par g:(x,y)— (y,x) et f:(x,y) — (x+,2x).
1. Montrer que f et g sont des isomorphismes de R?. Déterminer f~! et gL
2. Onnote h=fog—gof.At-on he Z(R?) ?
3. A-t-on fog=go f ? hest-elle injective ?

4. Lapplication h est-elle surjective ?

LLG ¥ HX6 3
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O® De la simplification

Soit E un IK-espace vectoriel, F, F/, G trois sous-espaces vectoriels de E telsque E=Foe G=F &G.

1. Peut-on en déduire que F' =F ?

2. On suppose de plus que F' c F. Peut-on en déduire que F =F ?

a Q® Sommes directes

Soit E un IK-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel strict (ie distinct) de E et u € E\F.
1. Soit v € E\F. Peut-on affirmer que F & Vect(u, v) ?

2. Méme question en supposant que v est un vecteur de E tel que v ¢ F @ Vect (u).

a 0@ Inversibilité a droite

Soit E un K-eyv, f et g deux endomorphismes de E tels que fo g =idg.
1. Etablir que f est surjective et g injective.
2. Montrer que p = go f est un projecteur de E.
3. Ftablir que Im p = Im g et Ker p = Ker f.
4. Montrer que Ker feIm g =E.

10 [9XO) Question de stabilité

Soit E un K-ev, F et G deux sev supplémentaires de E. On note p la projection sur F parallelement a G et on consideére
feZ®).

Démontrer que f(F) cF si et seulementsigo fop=0.

11 KXo} Linéarité f

On considére des KK-ev E, F et G, une application g de F dans G et une application f linéaire surjective de E dans F.

Montrer que, si go f est linéaire, alors g est linéaire.

12 XO] Sommes et intersections f

Soit A, Bet Cdessevd'un K-evE telsque AnNCcB, CcA+BetBcC. Montrer que B=C.

3. Exercices classiques plus techniques

13 KO Images directes et réciproque d’un sev f

Soit f : E — F une application linéaire. Soit A et B des sous-espaces vectoriels de E et F. Etablir que :
1. Limage directe f(A) est un sous-espace vectoriel de F.

2. Limage réciproque f~!(B) est un sous-espace vectoriel de E.

LLG ¥ HX6 4
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14 [9XO] Commutation a un projecteur

Soit E un IK-espace vectoriel, f et g dans Z(E) telsque fog=go f.
1. Montrer que Im f et Ker f sont stables par g.

2. Soit p un projecteur de E. Montrer que p et f commutent si et seulement si Im p et Ker p sont stables par f.

15 [0 Endomorphismes vérifiant f* = f ff

Soit E un K-evet f € Z(E) tel que f’ = f. Montrer que E = Ker f @ Im f.

16 K9XO] Espace vectoriel produit ff

Soit E; et E, deux IK-ev. Est-ce que tout sev de I’espace vectoriel produit E; x E, est de la forme F; x F, out F; et F» sont
dessevde E; etEy?

17 kKO Sommes directes ff

Soit E un IK-espace vectoriel, F, G, F' et G’ des sous-espaces. On suppose E=Fa G, E=F oG etF cG.
1. Démontrer que F+ F est directe. On note F" :=Fo F'.

2. Montrer que F" & (GNG') =E.

m Q@ Espaces fonctionnels ff

SoitF={feR%; flO=f}.
1. Montrer que F est un espace vectoriel pour les lois usuelles.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans R,

LLG ¥ HX6 5
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4. Indications

(1 )

Pour les questions relatives aux sev, se forger une intuition dans R? ou R3.

(2 )

Revenir aux définitions, se forger une intuition dans R? ou R® quand la question s’y préte.

3 )

Les sev F et G sont des plans, F N G une droite.

(4 )

Montrer que E est un sev du R-ev R® usuel.

(5 )

Considérer un vecteur x dans Ker N Ker v.

0 -

La linéarité peut se démontrer directement en utilisant que des composées et des combinaisons linéaires d’applications
linéaires sont linéaires.

7 )

Se forger une intuition en considérons des exemples dans le plan.

B -

Réponse négative au 1. Visualiser dans le cas ot F est un plan de I'espace.

B -

Penser au noyau pour l'injectivité.

[ 10 Jo)

Raisonner par double implication.

(11 )

Développez g(Ax + x') en écrivant x et x' comme images par f de vecteurs de E.

[ 12 o)

Considérer un élément de C et le décomposer dans A + B.

(13 &)

11 suffit de revenir aux définitions du cours.

LLG ¥ HX6 6
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[ 14 S

Ne pas oublier que Vx € Im p, p(x) = x.

(15 &)

Procéder par analyse-Synthese.

(16 Jo)

Se forger une intuition avec R x R.

[ 17 2

Au 2., on pourra décomposer un élément de E dans Fe GetF o G'.

(13 o)

Au 2., s’aider d'une fonction n’appartenant pas a F.

LLG ¥ HX6
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(1 )

. Vraicar FcF+ G=FnGc Get GcF par symétrie.

5. Solutions

. Faux. Cex :la somme de (67) ;v et (—ns) LelN T €st pas monotone.

3. Vrai. La suite nulle est périodique et, si u et v sont respectivement p et g-périodiques, alors u+ Av est pg-périodique

pour tout A dans R.

. FauxcarF+G=F < GcF.

5. Vrai. Supposons v bijective. On a alors u(x) =0 <= A(vo u)(x) = 0 pour tout x dans E; ainsi Ker u = Ker(v o u). De

plus,
Im(uov) = {u(v(x);x€E} = {u(y); yelmv} = Imu

car Im v = E (par surjectivité de v).

. Faux. Cex: dans E := R?, F := Vect(u), G := Vect(v) et H := Vect(w) ol u, v et w sont respectivement définis par (1,0),

(0,1) et (1,1). On a F & G = E mais
FnH)e (GnH)={0} #ZH

. Vrai. Notons v : x — Ax. Cette endomorphisme est bijectif (car A est non nul). On conclut par le 5. en remarquant que

Au=uov=vou

. Vrai. Les deux ensembles sont bien des sev de R en somme directe et f € R® se décompose dans cette somme en

fO+f1)
2

f =c+goucestlafonction constante égale a etg:=f-c.

. Faux. Cex: E=R2 et u((x, ¥)) =(3,0) (onaKeru=Imu).
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Vraicar xe Kerulp <= u(x)=0 et x€F

Vraicar uov=0 < Vx€E, v(x)€Keru.

Faux. Cex: v = idg et u non injectif.

Faux. Cex: (f, g) = (idg, —idE).

Vrai car, pour un projecteur p, Ker p = {0} équivaut a p =idg.

Vrai. Si p est la projection sur F parallelement a G, alors idg — p est la projection sur G parallélement a F.
Faux. Cex: (u, v) = (idg, 2idg).

Vrai. Supposons que uov = vou. Comme Vx € E, u(v(x)) = v(u(x)) €e Im v, Im v est stable par u.

Vrai. Supposons que uo v = vou. Comme Yx € Ker v, v(u(x)) = u(v(x)) = u(0) = 0 (par linéarité de u), Ker v est stable
par u.

Enseignements a tirer de cet exercice

LLG ¥ HX6 8
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(2 )

1. Seuls b,, c., d. et f. sont vraies.

=> Faux. Soit k € N. Comme Vx € E, u**1(x) = uf(u(x)) € Im u¥, on a Im u**! < Im u*. Pour x € Ker u*, on a u**+!(x) =
u(uk(x)) = u(0) = 0 par linéarité de u. Ainsi Ker u* = Ker uf+1,

= Vrai. Supposons que Ker u” = Ker u”*!. Soit x € Ker u”*2. Comme u”*2(x) = uP*! (u(x)) = 0, d’'ol1 u(x) € Ker uP*!

et donc u(x) € Ker u”, ie uP*1(x) = 0. Ainsi Ker uP*2 < Ker u”*!, Comme l'inclusion réciproque est universelle,

on a Ker u”*? = Ker uP*!. Et ainsi de suite, par une récurrence facile, on démontre que Ker u* = Ker u” pour tout

k> p.

= Vrai. Pour tout k € IN, on a Im u* = u*(E). Supposons Im u” = Im u”*!. On a alors u” (E) = uP*(E) d’ot1
uP* 1 (E) = u(uP (B) = u(uP*(B) = uP*(E)

et ainsi de suite par une récurrence facile Im ¥ = Im u” pour tout k > p.
=»> Vrai car, par linéarité de u, on a u(F+G) = {u(x) + u(y); (x,y) e Fx G}.

=> Faux. Cex dans E := R? avec F:= Vecte;, G:= Vectey, e; := (1,0), 2 := (0,1) et
u: (x,y)—x-y,x-y)

On a u(F) = u(G) = Vect(e; + e) donc u(F) n u(G) # {0}.

=» Vrai. On sait déja que u(Fe G) = u(F) + u(G). Soit y € u(F) n u(G). Il existe (xf, xg) € Fx G tel que y = u(xp) = u(xg).
En particulier, u(xg — xg) = 0 d’olt xp = X par injectivité de u. On a donc xp = xg = 0 car Fn G = {0}. Finalement,
onay=u(xg) =0.Ainsi u(Fe G) = u(F) @ u(G).
2. Seuls a. et b. sont vrais.

a. Puisque les intersections et les sommes de sev de E sont des sev de E, F et G sont des sev de E. Il reste a vérifier
queFcHet Gc H.

=> Comme AnNBcAetAnCcA,onaFcA+A=A Deplus, AnBcBetAnCcCetdoncF cB+C etainsi
FcAnB+C)=H.
= CommeANCcC,onaB+(AnC)cB+CetdoncG=ANnB+ANnC)cAnB+C)=H.
b. Procédons par double inclusion.

= CommeANnBcAetAnCcA,onaFcA+A=AmaisaussiFcB+ (AnC).
AinsiFcAnB+((AnQ)=G.

= Soitue AN(B+(ANCQC)):ilexisteac A, beBeta' e AnCtelsqueu=a=b+a.Onadoncb=a-a €Aen
tant que somme de deux vecteurs du sev A de E. Comme beB,onau=b+a € (AnB)+ (BnC).

c. Cex :lorsque E = R? et EG,H sont des droites vectorielles deux 4 deux distinctes de E, on a F = G = {0} mais
H=A#{0}.

3. Tout est vrai. Les a., b., c. et e. découlent trivialement du fait que F et G sont inclus dans F + G (car F et G contiennent
0). On a F+F c F car F est stable par + (cf. la définition d'un sev) et F < F+F car 0 € F. Le dernier point vient de la
commutativité de la loi + (c’est un axiome de la théorie des espaces vectoriels).

4. Seul c. est vrai.
a. Pour k>0, E;. n'est pas stable par somme : par exemple kidy € E2 mais 2kid ¢ E.

b. Si f et g sont respectivement k; et k»-lipschitziennes, alors f + A g est (k; + [A|k2)-lipschitzienne (par 'inégalité
triangulaire). Comme E contient 0, on en déduit que c’est un sev de RX.

c. Vrai. En effet, €1 (I, R) estun sevde RE (cf. les opérations sur les fonctions de classe %' démontrées dans le cours
d’analyse) et 6’} (I, R) c E (par I'inégalité des accroissements finis).

5. Tout est vrai sauf c. et d.
=»> Les points a. b. sont directement du cours. Le c. est faux, la symétrie en question vaut —s.

= Cexaud.: u=idg — p avec G # {0}.

=» Preuve du e. Supposons uop = pou. Soit x € F=Im p. On a p(u(x)) = u(p(x)) = u(x) donc u(x) € Im p = F. Ainsi
F est stable par u.

LLG ¥ HX6 9
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6. Seuls b. et c. sont vrais.

=»> Lapplication ¢ est clairement linéaire et

b)) = % (fxi)cbw) = % (fm) U=
i=1 i=1

Ainsi ¢ est une projection et ¢ # idg donc ¢ n’est pas une symétrie.

=» Par le calcul précédent, Im ¢ < Vect(u). Comme ¢ (u) = u, 'inclusion réciproque est vraie donc Im ¢ = Vect(u).

Enseignements a tirer de cet exercice

=» Au l.e., I'idée est de trouver u, F et G tels que u(F) = u(G) et u(F) # {0} (ceci suffira a assurer que u(F) + u(G) n'est pas
directe).

(3 )

1. OnaXeF < 3F(x,y) € R2, X =x(1,0,1) + ¥(0,1,1). Ainsi F = Vect ((1,0,1),(0,1,1)) et F est un sev de E. De méme,
XeG < 3(a,b)eR? X=a(l,1,1)+b(-1,1,-3). Ainsi G = Vect ((1,1,1),(=1,1,-3)) et G est un sev de E.

2. Unvecteur X appartient a F N G si et seulement siil est dela forme X = (a— b, a+ b, a—3b) ot a et b sont deux nombres
réels vérifiant (a— b) + (a+ b) — (a—3b) =0, ie a=-3b. On a donc

FNG={(-4b,-2b,—6b); be R} = Vect ((—4,—-2,-6)) = Vect ((2,1,3))

Puisque F N G # {0}, la somme F + G n’est pas directe.

0-

Montrons que E est un sev du R-ev usuel RE.

=» Lafonction nulle appartient a E donc E # @.

= Soit (f,8) € EZ et A € R. 1l existe (a, b) € Ri et (A,B) € ]Ri vérifiant |f(x)| < Alx| pour tout x > a et \g(x)| < Blx| pour
tout x > b. Soit x > max(a, b), on a

[(f +A@ )] = | F(x) +Ag0)] < | F)]| +|A||g0)] < Clxl
ouC:=A+|A|B. Ainsi f+Ag€E.

(5 )

Soit x € Ker unKer v. On a (au + bv)(x) = au(x) + bv(x) = 0 donc x = 0 par injectivité de au + bv. Ainsi Ker unKer v = {0}.

0 -

1. Les applications f et g sont clairement linéaires.

=» On aimmédiatement que g est un isomorphisme d’inverse g~! = g.
= Pour tout (x, y,x', ') € R4,
/

X
f,y=&,y) = { )

y = 2x

=2
— . y
y=x-yI2

Lapplication f est donc un isomorphisme de E et sa réciproque est définie par (x, y) — (y/2,x—y/2).

xX+y

LLG € HX6 10
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2. Puisque .Z(E) est une algebre, h = fog—go f e Z(E).
3. Pour x,ye R,ona h(x,y) = (y—x,y — x). Ainsi h est pas nul. De plus (1,1) € Ker & donc h n’est pas injective.

4. Puisque V x,y € R, h(x,y) = (y—x)(1,1), 'image de h vaut Im h = Vect(1,1) # R? donc h n’est pas surjective.

(7 i

1. Si G est non nul et distinct de E, alors G admet une infinité de supplémentaires et on ne peut donc en conclure que
F =F dans ce cas.

2. Soit xe F.Ona x € F'@G doncil existe (x',g) € F' x G tel que x = x' + g. En particulier, ona g = x— x’ € F car (x, x') € F?
dougeFNG={0}etx=x"d’olt x€ F'. On en déduit que F=F'.

(3

1. Non, voici un contre-exemple : E = R2, F=Vect((0,1)), u=(1,1) et v = (-1, 1) car Vect(u, v) = R2.

2. Comme v ¢ F® Vect(u), on a (F @ Vect(u)) @ Vect(v) donc F & (Vect(u) @ Vect(v)) = F & Vect(u, v).

B -

. Comme f o g est injective, g est injective. On déduit la surjectivité de f de cellede fog.

o

2. On a clairement, par associativité de la composition :
(goflo(gof)=go(foglof=goidpof=gof

Comme p = go f € Z(E) en tant que composée d’endomorphismes de E, on en déduit que p est un projecteur de E.

3. OnaImp = g(f(E)) = g(E) = Im g car la surjectivité de f (cf. le a) équivaut a f(E) = E. De plus, pour tout x dans E,
p(x) = g(f(x)) =0 équivaut a f(x) = 0 par injectivité de g (idem). On a donc Ker p = Ker f.

4. Puisque p est un projecteurde E,onaE=KerpeImp =Ker feIm g.

o -

=» Supposons f(F) cF. CommeIm pcFet f(F)cF,onalm fopcF=Kerg,onaqgofop=0.

=» Supposons go fop =0.Soit xe F.Ona p(x) =xd ot q(f(x)) =0, i.e. f(x) eKerg=F.Onadonc f(F) cF.

o-

Supposons g o f linéaire. Soit A € K et (y, ') € F2. Il existe (x, x') € E> tel que y = f(x) et y' = f(x'). Ainsi,

gy+AY) =g (f)+Af(x)) =(go Hx+Ax") = (go H(X) +A(go H(x) = g(y) +Ag(¥"

par linéarité de f puis de go f. Ainsi, g est linéaire.

12 )

Soit c € C. Comme C c A+B, il existe (a,b) e AxBtelque c=a+b. CommeBcC,onaa=b-—ceCdouacAnCcBdou
¢=a+ beB.Ainsi C c B. Puisque B c C, on en déduit que B =C.

(13 o)

LLG € HX6 11
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1. Soit y1,y2 € f(A) et pe K. Alorsil existe aj,ap € A tels que f(a;) = y1 et f(az) = y2.Donc y; + puy2 = f(a) + 1 f(ap) =
flay +pay) € f(A) car a; + pap € A (car Asevde E).

2. Soit u,v € f’1<B) et u e K. Alors f(u) et f(v) sont dans B. Donc f(u+ pv) = f(u) + uf(v) € B (car B sev de F), i.e.
Au+uve f71(B).

[ 14 S

1. = SoitxeKer f.Ona f(g(x)) = g(f(x)) = g(0) = 0 par linéarité de f. Ainsi g(x) € Ker f.

=> SoitxeIm f. il existe a € E tel que x = f(a) d'ou g(x) = g(f(a) = f(g(@) €Im f.
Ainsi Ker f et Im f sont stables par g.

2. => Supposons que p et f commutent. Par le a., Im p et Ker p sont stables par f.

=»> Supposons que Im p et Ker p soient stables par f.

T Soit x € Ker p. Ona (fop)(x) = f(p(x)) = f(0) = 0 par linéarité de f. De plus, (po f)(x) = p(f(x)) =0 car Ker p
est stable par f.

T SoitxeImp.Ona (fop)(x) = f(px)=f(x).Deplus, (po f)(x) =p(f(x) = f(x) car Ker p est stable par f.
Ainsi po f = po f car ces deux endomorphismes sont égaux sur Ker p et Im p qui sont supplémentaires dans E.

[ 15 o)

=» Supposons E = Ker f +Im f. Soit x dans E et (x, a) € Ker f x E tel que x = xx + f(a). On a f%(x) = f"(a) = f(a) dout
xK = x— f9(x). On en déduit I'unicité de la decomposition dans Ker f +Im f donc le caractére direct de cette somme.

= Soit x€ E.Onax=x— f5(x) + f8(x). De plus f8(x)Im f et f(x— f5(x)) = f(x) — f7(x) = 0 donc s — f5(x) € Ker f. Ainsi
E=Ker feImf.

[ 16 o)

C’est faux en général. Dans le cas ot E; = E; = R, le sev Vect(«) out u = (1,1) n'est pas de la forme F; x F», ou F; et F, sont
des sevde R. Démontrons ce résultat par 'absurde. Si ¢’était le cas, on aurait 1 € F; et 1 € F, donc F; = F» =R (car les seuls
sevdu R-ev R sont R et {0}), ainsi F; x F, = R% = Vect(u) ce qui est absurde.

(17 I

1. OnaFNF cFnG={0} car F + G est supposée directe. On en déduit que FNF' = {0}.

2. = Soit x€ F'nGNG'. Il existe (xp, x) € FxF tel que x = xg + x.. Comme F'c G, ona xp = x—x; € Gd'ot xp e FNG =
{0}. Ainsi x¢ = 0 et donc x = x;; € F'n G’ = {0}. On en conclut que x = 0. La somme F’ + GN G’ est donc directe.

=» Soit x € E. Il existe (xg, xg) € F x G tel que x = xp + X et (xi, x;) € F' x G’ tel que xg = x, + x;;. Ona x;; = xg — X, €G
car F'c G. Ainsi x; e GNG' et x = xp + x; + x; e F' @GN G
AinsiF"#GnG' =E.

[ 15 2

1. Montrons que F est un sev du R-ev R usuel. On a clairement 0 € F. Soit (f,g) e F> et A€ R.Ona

(f+A0) = f(0)+Ag(0) = f(D)+AgD) = (f+Ag)(1)

dou f+AgeF.
2. Montrons que G := Vect(idg) est un supplémentaire de F dans R®.
= Comme idRr ¢ F, la somme F + G est directe.

= Soit f € RR. Posons A:= f(1) - £(0) On a f = (f — Aidr) + AidR avec f — AidR € F et Aidg € G. Ainsi f € F& G. On
en déduit que RR =Fe G.
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