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¢Q AL 10 | Théorie dela dimension

On étudie la structure d’espace vectoriel et en particulier les espaces de dimension
finie qui généralisent les espaces de coordonnées R? et R® bien connus.
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1. Quizz

o 0@ Vrai ou faux ? f

On note E un K-ev de dimension finie, n € IN*, (ey,..., e,) et (fi,..., ) des familles de vecteurs de E et u € Z(E).
1. Pour tout k € IN, Ker u* = Ker u**! < Im u* = Im u*+!.
2. uestinjectif < u est surjectif
3. Si f € Z(E,F) est injective (F est K-ev de dimension finie), alors dim E < dim F.
4. Une famille de vecteurs de E deux a deux non-colinéaires est libre.
5. Si(ey,...,ey) estlibre et x € E, alors (ej + x, ..., e, + x) est libre.
6. Si(ey,...,e,) et (f1,..., fn) sontlibres, alors (e; + fi,...,e, + f) estlibre.
7. Si(ey,eo,...,e,) estlibre, alors (—ey, es,...,e,) estlibre.
8. Le commutant de E; » est un sev de .#5 (IK) de dimension deux.
9. Lensemble {x— Acos(x—@); (A, ) € R?} est un sevde R® de dimension deux.
10. Lensemble {X € .#,(K); trX =0} est un sev de .#>(K) de dimension deux.
11. SiFestunsevdeE et x ¢F, alors Vectx et F sont en somme directe.
12. SiFestunsevdeE, x¢Fet y ¢F, alors Vect(x, y) et F sont en somme directe.
13. Sirg(ey,...,ey) =1,alors Vke [1,n], N €K, ex = Ae;.
14. SiA, B et C sont trois sev de E vérifiant AnBN C = {0}, alors A + B + C est directe.
15. Si (ey,...,ey,) estlibre, alors (u(ey), ..., u(e,)) 'est aussi.

16. Si(u(ey),..., u(ey,)) estlibre, alors (ey, ..., e,) 'est aussi.

0@ QCM sur la théorie de la dimension f

1. OnnoteE=RY, F={(x,y,z,0€E;z=y+1=0}etG={(x,y,2,0);x=y+z=0}.

a. dimF=3etdimG=1;

b. F et G sont supplémentaires dans E;

c. La projection sur F parallélementa Gest p: (x,y,z,t) — (x,y+2,0,—-y—2);

d. Lasymétrie par rapport a F parallélementa Gests: (x,y,z,t) — (—X,—y—22,z,y+ z+ ).
2. Soit n et m dans R*.

a. Il existe une application linéaire injective de R dans R"™ si et seulement si n > m;

b. Il existe une application linéaire surjective de R” dans R si et seulement sin > m;

c. R™ et R” sont isomorphes si et seulement si m = n;

d. Tout élément de .Z(R",R") est de la forme X — MX avec M € .4, n(R) ;

e. Tout sevde R" est'ensemble des solutions d'un systéme linéaire homogeéne a n équations.

3. On considere C comme un C-ev.

a. Sa dimension vaut un. c. RestunsevdeC.

b. (1,i) est une base de C. d. Lesseuls sevde C sont C et {0}.
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2. Exercices élémentaires

o® Un plan de IK*

Soit F={ (A + 1,2\ — i, 3A +4p,21); (A, p) € K2},
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de K*.

2. Déterminer la dimension de F.

n O® Matrices symétriques de trace nulle

Montrer que E = {X € .#3(R); trX = 0} est un sev de .#3(IR) et calculer sa dimension.

0® Liberté

Montrer que les fonctions x — sin x, X — cos X, X — xsin x et x — xcos x sont linéairement indépendantes dans R¥.

a 0® FEtude d’une application linéaire

Soit p:R* = R, (x,5,2) = (X+2,y—2,X+y+2,x—y—2).
1. Lapplication ¢ est-elle injective ?

2. Ftudier la surjectivité de ¢. Donner une base de Im ¢.

Q® Etude d’une application du R-ev C

On considéere C comme un R-espace vectoriel. On définit I'application u par u : z— iz—iz.
1. Prouver que u € Z(C).
2. Déterminer Ker u et Im u.

3. Calculer u?. En déduire que 'endomorphisme id¢ + 2u est inversible et calculer son inverse.

a Q@ Projections et symétries

Soit P = {(x,,2) €lR3;2x+y—z=O} etD={(x,y,2) ERB;Zx—2y+z:x—y—z:O}.
1. Démontrer que P et D sont supplémentaires dans R3.
2. Déterminer une base de R® adaptée 2 la décomposition R® =D & P.
3. Déterminer la projection p de R® sur P parallélement a D.

4. Déterminer la symétrie s de R3 par rapport a P parallélement a D.

a 0@ Endomorphismes vérifiant Ker f = Im f

Soit E un KK-ev de dimension 7 et f un endomorphisme de E. Montrer que Ker f =Im f < f?=0 et n=2rgf.

LLG ¥ HX6 3



2025-2026 Laurent Kaczmarek

10 [9XO] Inversibilité a droite au a gauche f

Soit0< p< n, fe ZMR", RP) et ge L(RP,R™) tels que fog=idgp.
1. Calculerrg fetrgg.

2. Quelle est la nature de 'endomorphisme go f de R" ?

11 [eXO] Images directes et réciproques f

Soit f I’endomorphisme de R3 défini par f(x,y,2):=(x,0,y). On note (ej, e2, e3) la base canonique de R3.
1. Déterminer des bases de Im f et Ker f.

2. Onnote E = {(x,y,0) € R3; (x,y) € R?}. Déterminer des bases des sev f(E) et f~(E).

12 (KO Algorithme du pivot dans R* f

SoitE=R*, u; =(1,-1,2,3), up = (1,1,2,0), us = (3,-1,6,-6), v; = (0,-2,0,—3) et v» = (1,0, 1,0). On pose F = Vect(uy, uy, u3)
et G =Vect(vy, v2).

1. Déterminer des bases et les dimensions des sev F et G de E.
2. Déterminer la dimension de F + G et extraire de (u;, uy, us, v1, v2) une base de F+ G. Que vaut F+ G ?

3. Calculer dim Fn G ? Déterminer un systeme d’équations cartésiennes de F et G. En déduire une base de FnG.

3. Exercices classiques plus techniques

13 LXK Autour de la trace f

Soit ne N* et & : A, (K) — 4, (IK) définie par ¢(X) :=X + (trX)I,
1. Justifier que ¢ est linéaire.

2. Démontrer que ¢ est un isomorphisme de deux facons différentes.

14 KKO}

Soit E un IK-ev de dimension finie, V un sevde E et f € £ (E) tel que V c f(V). Montrer que f(V) =V.

m O® Mines-Ponts PC-2015 f

Soit v = (v1, v, v3) € R3 tel que vy + v+ v3 = 1. On pose, pour tout vecteur x = (X1, X, x3) dans R3, O(x) :=x—(x1+x2+x3) V.
Montrer que cette application définit un projecteur de R3. Déterminer son image et son noyau.

16 (KO Mines-Ponts PSI-2015 ff

Soit E un IK-ev de dimension n € IN*, (ey, ..., ;) une famille de vecteurs de Eet ¢ : Z(E) — E", u— (u(el), u(es), u(eg)).

1. Montrer que ¢ est linéaire.

2. Montrer que ¢ est un isomorphisme si et seulement si (ey, ..., e,) est une base de 'espace E.

LLG ¥ HX6 4
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17 XSO} Centrale PC-2014 ff

Soit E, F, G trois IK-espaces vectoriels de dimension finie, u € Z(E,F) et v € £ (E G). On pose w = vo u. Montrer que w est
un isomorphisme si et seulement si v est surjective, u est injective et Ker v & Im u = F.

LLG ¥ HX6 5
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4. Indications

(1 )

On se forgera une intuition en dimension deux ou trois.

(2 )

Lensemble C est un C-ev de dimension un pour les deux opérations + et x usuelles.

(3 )

On trouve dim (F) = 2.

(1 )

Exhiber une base de E. On trouve que dimE = 5.

(5 )

Considérer une combinaison linéaire nulle des quatre vecteurs.

(6 )

Lapplication ¢ est injective mais pas surjective.

(7 i

On aKer u =Im u = R donc u? = 0. Calculer 2u + id@)z pour conclure.

(3

Cf. les méthodes utilisées dans le cours.

B -

Utiliser le théoreme du rang.

o -

Que dire de la surjectivité ou injectivité de fet g ?

(11 )

Au 2., remarquer que (x,,z) € f‘1<E> <~ (x,0,y) €E.

(12 )

Pivoter a tous les étages.

(13 &)

La bijectivité de ¢ équivaut a son injectivité. On peut aussi résoudre ¢(X) =Y d'inconnue X directement.

LLG ¥ HX6 6



2025-2026 Laurent Kaczmarek

[ 14 S
[ 15 &)

Limage est le plan d’équation x; + x2 + x3 = 0 et le noyau la droite Vectv.

(16 &S

Lorsque ¢ est un isomorphisme, on pourra considérer un endomorphisme u de E tel que ¢(u) soit une base de E.

(17 J)

Si w est un isomorphisme, alors dim G = dim E. Appliquer le théoréme du rang.

LLG ¥ HX6 7
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(1 )
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5. Solutions

Vrai. Comme Ker u* c Ker u**! et Im u**! cIm uk, ona

Ker uf = Ker u**! < dim Ker u* = dim Ker u/**!

= rguf =rgu!

— Im uX = Tm u**!

par le théoréme du rang.

. Faux. Cex: E=¢(R,R) et D: f — f’ (surjectif mais non injectif).

. Vrai. Par le théoréme du rang, dimE =g f si f estinjective puis 1g f < dimF car Im f est un sevde F.

Faux des que n > 3. Cex: (u, v,u + v) pour (u, v) libre.
Faux. Cex: x = —e;.

Faux. Cex: f; = —e; pour tout i.

. Vrai (immédiat par la définition).

. Vrai. Apres tout calcul, le commutant de E; , est Vect(I, E »).

Vrai car 'ensemble est égal a Vect(cos, sin) d’apres le cours de trigonométrie.

Faux. C’est bien un sev mais sa dimension vaut trois.

. Vrai (cf. le cours).
. Faux. Cex pour y=x+vouveF\{0}.

. Faux. Pour n > 2 et u € E\ {0}, la famille (0, «,..., u) (n—1 fois u) est de rang égale a 1.

Faux. Cex dans R?, considérer trois droites vectorielles distinctes.

. Faux. Cex : choisir u =0.

. Vrai. Supposons (u(ey),..., u(ey)) libre. Soit (Ay,...,A;) € K" tel que ZZ:I Arer = 0. On a alors ZZ=1 Aru(er) = 0 par

linéarité de u. AinsiA; =---=A,, =0et (ey,...,ey) estlibre.

Enseignements a tirer de cet exercice

= Aux11. et 12., il faut s’appuyer sur des figures afin de se forger une intuition.

=» Attention au 13., une famille de vecteur est de rang un si et seulement si ces vecteurs sont deux a deux colinéaires.

2

. Seuls b. et c. sont vrais.

= Onaclairement F = Vect(f1, f2) ot f1 = (1,0,0,0) et > = (0,1,0,—1). Les deux vecteurs n’étant pas colinéaires, F est
un plan vectoriel de E. De méme, G = Vect(g;, g2) ou g1 = (0,0,0,1) et go = (0,1,—-1,0). Les deux vecteurs n’étant
pas colinéaires, F est un plan vectoriel de E.

=» Puisque F et G sont des plans vectoriels de E qui est de dimension quatre, F et G sont supplémentaires dans E si
et seulement siFN G = {0}. Soitdonc (x,y,z, ) e FNG.Onax=z=0=y+t=y+zainsix=y=z=1t=0.

= Soit X = (x, ¥, 2, t). La projection p(X) de X sur F parallélement a G est I'unique vecteur X; de F tel que X —X;
appartienne a G. Or X; = af] +f f> vérifie

X-X1eG= (x-o,y-B,z,t+P) G

— a=xetfp=y+z

Onadonc p(X) =X; = (x,y+2,0,—y — 2) et puisque s = —idg +2p, sX) = (x,y+2z,—z,—-y —z2— ).

LLG ¥ HX6 8
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2. Tout est vrai sauf a.

=

=5
=77

=5
=7

3. Seu

La bonne condition au a. est n < m. Limplication = découle de la formule du rang : si f : R" — R™ est une
injection linéaire, alors n = dimR"” = rg f < dim R = m car Im f < R". Réciproquement, supposons n < m.
Lapplication f: (x1,...,Xx,) — (X1,...,%5,0,...,0) est clairement une injection linéaire.

Limplication = du b. est une conséquence de la formule du rang: si f : R” — R™ est une surjection linéaire,
alors n = dimR"” = m + dimKer f > m car Im f = R"™. Réciproquement, supposons n > m. Lapplication f :
(x1,...,%Xp) — (x1,..., X;) est clairement une surjection linéaire.

Le c. est clair par ce qui précede.
Soit f: R — R™ linéaire. Notons (ey,...,e;,) la base canonique de R”. On a, pour tout vecteur X = (x1,...,x5) de
Rn
’ n
FX) =) xif(e)) =MX
i=1
en notant M 'unique élément de .#, ,(R) de colonnes f(e1), ..., f(en).
Soit Fun sevde R”. On sait que F admet un supplémentaire G dans R"”. En notant p la projection sur G paralléle-
mentaF et M € .4, (R) telle que p(X) = MX pour tout X € R” (cf. le point précédent), on a p(X) = 0 si et seulement
siX € F. Ainsi F est définit par le systéme linéaire MX = 0.

Is a. et d. sont vrais. Une base du C-ev C est, par exemple, (1). Le sous-ensemble R n’est pas stable par 'opération

externe des scalaires.

(3 )

1. F=

{A(1,2,3,0) + pu(1,-1,4,2) | (A, ) € IK2}. Ainsi, F est le sous-espace vectoriel de K* engendré par les vecteurs

(1,2,3,0) et (1,-1,4,2).

2. Les

(1 )

b
Pour tout (a,b,c,d,e)EIRs,posonsM(a,b,c,d,e)::(Zd o )
c e —

= Ona

deux vecteurs ci-dessus n’étant pas colinéaires, ils forment une base de F. Par conséquent, dim F = 2.

a-b
E={M(a,b,c,d,e); (a b,c,d,e) e R’} =Vect(AB,C,D,E)

) o~ (b4 o-(318) - (341)

10 0 0
=(oo0o0 |[,B=1]1
00 -1 0

(==l
—

ooCo
[=Ll=]
[=J=l=)
ooo
oo
(=l l=]

=> Montrons que (A, B,C,D,E) est libre. Soit (a, b, ¢, d, e) € R® tel que aA + bB + cC + dD + eE = 0. Comme aA + bB + cC +
dD+eE=M(a,b,c,d,e),onadirectementa=b=c=d=e=0.

On en déduit que E est un sev de dimension cinq de .#3(R).

(5 )

Soit (a,b,c,d) e R* tel que Vx € R, asinx+ bcosx+ cxsinx+dxcosx =0.

=> EnévaluantenOet+Z, ontrouve b=0et +a+ gc:O.Ainsia: b=c=0

2

=> En évaluant en 7, on trouve —nnd =0d’ ot d = 0.

Ainsi x — sinx, x — cosx, x — xsinx et x — xcos x sont linéairement indépendantes dans RE.

0 -

10 1
Onremarquequeq):AotlA:((l) ! 711)_

1-1-1

1. Unvecteur (x, y, z) appartient au noyau de ¢ si et seulementsiy—z=x+z=x+y+z=x—-y—z=0,iex=y=2z=0.
Ainsi Ker ¢ = {0} et ¢ est injective.

LLG ¥ HX6 9
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2. Puisque ¢ est injective, en notant % = (ex)1 <3 la base canonique de R3, I'image de % par ¢ est une base de I'image
de ¢. Le sev Im ¢ est donc de dimension 3 strictement inférieure 4 4 = dim R* : ¢ n’est pas surjective. Posons

u= (l)(el) = (1)0)1,1), U:‘-P(ez) = (Orlyl)_l)) w= (b(e?)) = (1)_1)1,_1)

La famille (u, v, w) est une base de Im ¢.

(7

1. Pour tout z € C, u(z) = —2Imz. Donc, par R-linéarité de la partie imaginaire, u € Z(C).

2. On a, d’apres le calcul précédent, Ker u =Im u = R.
3. = Toujours d’apres le calcul initial, pour tout z appartenant a C, 12 (z) = u(u(z)) =0. On a donc u? = 0.

=» Posons v =id¢ +2u. Puisque u?=0,ona(v- idq;)2 = p? —2v+idg =0. Ainsi

vo(2idg —v) = Ridg —v)ov =id¢

1

Lendomorphisme v est donc un isomorphisme et v~ = 2id¢ — v =id¢ - 2u.

(3 )

Posons e; = (1,0,2), e3=(0,1,1) ete; =(1,1,0).

1. Apres résolution des systemes linéaires, on obtient que D = Vect(e;), P = Vect(ez, e3) et DN P = {0}. Comme (e;) et
(e2, e3) sont libres (ces deux derniers vecteurs ne sont pas colinéaires), onadimD +dim P =3 = dim R3. On en déduit
que R®=DeP.

2. Par ce qui précede, la famille (ej, 2, e3) est une base de R3 adaptée a la décomposition R3=DeP.
3. SoitX=(x,y,2) € RR3. Tl existe A € R tel queX—-Aes = (x—A,y—A,2) €P,dou2(x—AN)+(y—A)—(2) =0,ie A = 2x+y—2)/3

et p(X) =X - Neg = 42, 222 4

—X—2y+2z —-4x+y-2z
3 ’ 3

4. Onas=2p—idgdousX) = (

[ 9 )

Comme f2=fof, f2=0 < Im fcKerf.
=» Supposons Ker f =Im f. On a alors f? = 0. Par la formule du rang, dim Ker f +rg f = 2rg f = n.

,z) pourX = (x,¥,2) € R3.

=» Supposons f?=0et n=2rg f.On aalors Im f c Ker f. Par la formule du rang, dim Ker f =rg f et donc Ker f =Im f.

[ 10 2

1. La relation fo g = idrr implique classiquement la surjectivité de f et I'injectivité de g. On a donc rgf =r1gg =
dimR? = p.

2. Ona(gof)o(gof)=go(fog)of=gof.Lendomorphisme go f est donc une projection de R".

(11

1. = Onalm f = Vect(ey, e3), la famille (e, e3) étant libre (car extraite d'une base), il s’agit d'une base de Im f.

= Soit (x,y,2) € R3. Ona (x,y,2) € Ker f < x=y=0.AinsiKer f ={(0,0,2); z € R} = Vectes.
2. = Puisque E = Vect(ey, e2), on a f(E) = Vect(f (e1), f(e2)) = Vect(ey, e3).

= Soit (x,y,2z) e R®. On a (x,y,2) € f1(E) < (x,0,y) €E.Or, (x,0,y) €E < y=0.Ainsi (x,y,2) € f (E) <
y=0.0nadonc f~!(E) = Vect(e, e3).

LLG € HX6 10
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[ 12 )

1. Les deux vecteurs engendrant G n’étant pas colinéaires, G est de dimension 2 et (v, v2) en est une base. Déterminons
le rang de (uy, up, us) par la méthode du pivot de Gauss :

1120 1120 1120
(1—23) ~ (0—203) ~ (0—203)
3-16-6 0-40-6 00 0-12

On a alors rg(uy, Uz, u3) =3 : dim(F) = 3 et (1, up; uz) est une base de F.

2. Il faut déterminer le rang de (v1, v2, Uy, Uz, u3) (qui est génératrice de F + G) ainsi que les relations de liaison corres-
pondante. Appliquons la méthode du pivot de Gauss.

1010 12 1010 12 101 0 12 1010 U2
1120 up 0110 Uz—uvy 0110 Uz—1vy 0110 Ur—12
0-20-3 141 ~ 0-20-3 141 ~ 002 -3 v1+2uUp—202 ~ 002 -3 v1+2up—2v2
1-12 3 uy 0-113 uy—vy 002 3 Uy+up—2v; 000 -6 uy—uz—nr;
3-16 -6 us 0-13-6 u3—3vs 004 -6 uz+us—4vy 0000 us+5ux+2v1—-8v

Ainsirg(uy, up, us, v1,v2) =4etdim(F+G)=4:onadoncF+G= R* et
Uz =—-5uy —2v1 + 8o,

la famille (v, v2, 11, up) est une base de F + G.
3. D’apres la formule de Grassmann, on a dim(FNG) = dim(F) + dim(G) —dim(F+G) =3+2-4=1.

=» Equations de F. Comme (u1, U2, u3) est libre, un vecteur X = (x, y, z, t) appartient a F si et seulement si le rang de
(u1, up, u3,X) vaut 3. Appliquons la méthode du pivot de Gauss :

1-123 1 -1 2 3 1 -1 2 3 1-1 2 3
1120 0-2 0 -3 0 -1 0 =3/2 0-1 0 -3/2
3-16-6 ~ 0 2 0 -15 ~ 00 0 -18 ~ 00 0 -18

X zt X x+y z—2x t-3x 0 x+y z—2x t—-3x 0 0 z—-2x t—-3x—(3/2)(x+y)

Il est alors clair que le rang de ce systeme vaut 3 si et seulement si z = 2x.

=»> Equations de G. Comme (v, v2) est libre, un vecteur X = (x, y, 2z, t) appartient a G si et seulement si le rang de
(v1, 12,X) vaut 3. Appliquons la méthode du pivot de Gauss :

1010 10 1 0 10 1 0
0-20-3 ~ 0-1 0 -3/2 ~ 0-1 0 -3/2
xXyzt 0yz—x ¢ 0 0 z—x t—(3/2)y

Il est alors clair que le rang de ce systéme vaut 2 si et seulementsiz=xett = % ¥y

= Calculde FNnG:unvecteur X = (x, , 2, t) appartienta FNG < z=x, z=2x, t= %yie. z=x=0ett=(3/2)y.
Ainsi Fn G = Vect((0,1,0,3/2)) et ((0,1,0,3/2)) est une base de FN G.

(13 Jo)

1. Soit X,Y) € #,(K)? et A € K. Par linéarité de la trace :

OX+AY) = X+AY) + tr X+ AV, = X+ AV + (r X+ Atr V)1, = ¢X) + AP (Y)

Ainsi ¢ est linéaire.
2. Comme dim.#,(K) = n® < +oo, ¢ est un isomorphisme si et seulement si ¢ est injective, si et seulement si ¢ est
surjective.
= SoitXeKer¢p.OnaX=—-trX)I, doutrX=—(trX)trI, = —ntrX par linéarité de la trace. Ainsi (n+1) tr X =0, d'out
trX =0 puis X = - (trX)I,, = 0.
= SoitY € 4, (K).
T SoitXtelque pX)=Y.OnatréX)=(n+trX=trYdouX=Y— %IW

LLG € HX6 11
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T Réciproquement, posons X:= Y- Y[ . OnatrX=trY - -2 trY = LY qou

n+l n+l n+l
0 =y- e Wy _y
PR = n+1" n+1 "

Ainsi ¢ est surjective.

5
11 suffit de remarquer que dim f(V) < dimV (par exemple en appliquant le théoréeme du rang a fly). Comme V c f(V), on
adimV < dim f(V) dot dim f(V) =dimV et finalement l'inclusion de V dans f (V) est une égalité.

[ 15 o)

Posons u:=(1,1,1). On remarque que xj + Xy + X3 = Ux.

= Soitxet x'dans R3etAeR.Ona

Gx+Ax) = x+Ax' = (x +Ax)uv = x — xuv+ A(x' - x'uv) = p(x) + Ap(x")

Ainsi ¢ est linéaire.

= Soit xe R3.Ona
<p2(x) =¢X)-dXuv=x—xuv—(x—xuv)uv=x—xuv —x(UV—UVUV) = X— XUV

car uv = v + > + v3 = 1. Ainsi ¢ est un projecteur de R3.

=» Soit x € Ker ¢. On a alors x = (xu)v € Vect(v). Réciproquement, on a ¢p(v) = v —vuv = 0 et donc Vectv < Ker ¢ par
linéarité de ¢. On en déduit que Ker ¢ = Vectv. Comme vy + v2 + v3 =1, v # 0 donc dim Ker ¢ = 1.

= Notons P = {(x1, x2,x3) € R3; x1 + x2 + x3 = 0}. On a, pour tout x € P, f(x) = x donc P < Im ¢. Par le théoréme du rang,
rgp =2. Comme dimP =2,onalm¢ =P.

[ 16 I

1. Soit u et v des endomorphismesde Eet A€ K. Ona

Gu+Av) = (u+Av)(er)1<kgn = Wler) + Avier))1cign = G(W) + Ad(v)

Ainsi, ¢ est linéaire.

2. = Soit (by,..., b,) une base de E et u € Z(E) tel que ¢(u) = (by,...,by). On a donc u(e;) = b; pour tout i dans [1, n].
Comme (by, ..., by) estlibre, la famille (ey, ..., e,) est aussi libre (preuve immeédiate par contraposition), c’est donc
une base de E.

=» Supposons que (ey, ..., e,) soit une base de E. Soit u € Ker ¢. On a u(ex) = 0 pour tout k € [1, n] d'ou u = 0. Ainsi,
Ker ¢ = {0} et ¢ est injective. Comme dim .Z(E) = dim E" = n? < +o0, ¢ est un isomorphisme.

Variante

Voici une autre démonstration de = (par contraposition). Supposons que (ey,...,e;) ne soit pas une base de E et
posons F = Vect(ey, ..., e,) et considérons un supplémentaire S de F dans E. Comme cette famille comporte n = dim E
vecteurs, ce n’est pas une famille génératrice de E ainsi S # {0}. Soit p la projection sur S parallelementaF. Ona p € Ker ¢
mais u # 0 car S # {0}. On en déduit que ¢ n’est pas injective donc pas bijective.

[ 17
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=» Supposons que u soit un isomorphisme. Comme vo u est injective, u est injective et on déduit de la surjectivité de vou
celle de v. Par le théoréme du rang, on a de plus

dimG=dimE =dimImu, dimF =dimKer v+ dimIm v = dim Ker v + dim G

Ainsi dim F = dim Ker v + dim Im u. Soit y € Ker v n Im u. 1l existe x € E tel que y = u(x), d'ou v(y) = vou(x) = w(x) =0
ainsi x = 0 car w est un isomorphisme. On en déduit que Ker véIm u =F.

=» Supposons v surjective, u injective et Ker v & Im u = F. Soit x € Ker w. On a donc u(x) € Im u N Ker v. Ainsi u(x) =0
puis x = 0 par injectivité de u. Soit y € G. Par surjectivité de v, il existe x € F tel que y = v(x). En décomposant x dans
la somme F = Ker v @ Im u, on prouve que yIm w. Ainsi, w est un isomorphisme.

LLG € HX6 13



	Théorie de la dimension
	Quizz
	Exercices élémentaires
	Exercices classiques plus techniques
	Indications
	Solutions


