Espaces préhilbertiens réels

Les espaces euclidiens sont des outils incontournables pour effectuer de l'approxi-
mation en grande dimension.
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1. Quizz

o 0@ Vrai ou faux ? f

Pour tout (x, y) € E2, |x|l = Iyl <= x-ylx+y.

Lapplication (u, v) — fol uv définit un produit scalaire sur €°([-1,1],R).

Toute famille orthogonale d'un espace euclidien est libre.

Pour tous sev F et G d’'un espace euclidien, Fc G < F'cG'.

Si F = Vect(ey, ..., ep), alors la projection orthogonale de x sur F est Zzzl (x, ex)e.
PourF={(x,y,z,1); x+t=0},0on aFL =Vect(uw) ot u=(1,0,0,1).

Pour tout ¢ € Z(E), (x,y) € E? — (p(x), d(y)) définit un produit scalaire sur E.
Pour (x,y) € E2, ona2|x+yl? <21 +1x[®) (1 + 1 y?).

© ® NS g e w N

Pour tout X cE, X estunsevde E < X< estunsevdeE.

ot
e

Pour toute base de R", 3 un produit scalaire pour laquelle elle est orthonormée.

ot
(=

. Dans un espace préhilbertien E, si FL = {0}, alors F=E.

)
[\S]

. Dans un espace préhilbertien E, si FL =E, alors F = {0}.

-
w

. Pour (x1,...,x,) € R)" tel que xy +---+x, =1, ona Y 7_, x;' > n®.

[u—
'y

. Pour tout ¢ € Z(R",R), il existe a € R" tel que ¢ : x — (x, a).

ot
[2)]

. Pour (x,y) €E%, ona (VYpeR, lx+pyl > llxl) < xLy.

)
[=2]

. Pour S ={x€E; |lx|| =1}, onainfy, ,cs2(ulv) =-1.

=
IN]

. Siv(i,j)e 11,312, (u;, uj)=1pouri=jet—1/2sinon, alors uy + uy + ug #0.

)
(=]

2
. Pour (x1,...,X,) €E", ona Y j<nllxi—xj 12 =2n X Ix =2 | X0, xi "

O® QCM sur les espaces euclidiens ff

()

1. Soit E euclidien, & = (ey,...,e,) unebon de E, f € Z(E) et M = mat % (f).
a. Pour tout (i, j) € [1,n]%, M;; =(f(e)), &;). 2. Pour tout (i, j) € [1, n]?, M;,; = (f(e:), e}).
b. Lasomme Y. (f(e;),e;) dépend de la base .

c. Si f estune projection orthogonale de E, alors M est symétrique.

=

. Si f est une projection orthogonale de E, alors ', (f(e;),e;) =1g f.
2. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n € IN*. Pour tout produit scalaire ¢ sur E et toute base & = (e, ..., ey),
on note M% la matrice de coefficients ¢p(e;, e;).
a. % estorthonormée pour ¢ < M‘% =1,.
b. Pour tous vecteurs x et y de coordonnées X et Y dans %, on a ¢(x, y) = XTM‘;,Y.

c. Si ¥ estune autre base de E, alors M;; = PTM;‘? P ol P est la matrice de passage de Za %.

Z

3. Pour n€ N, onpose O, (R) = {M e .Z,(R); M M=1,}.

a. 0,(R) estun sevde .Z,R). 2. 0, (R) est un sous-groupe de (GL,(RR), x).
3. Soit & et #' deux bon de E. La matrice de passage de & a 4’ appartient a O, (R).
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4. Soit P € O, (R). Il existe deux bon & et #’' de E telles que P soit la matrice de passage de % a #'.

4. Soitn>2etH={(x,...,x) ER"; X/ xi =1} et frH-R, (x1...,%,) — XL | x%

i

a. f admet une borne inférieure sur X mais pas de minimum.

1
b. Onamin f(X) = —- 3. f n'est pas majorée sur H.
XeH n

5. Dans R” muni du produit scalaire canonique, on note H I’ensemble d’équation x; +--- + x, = 0.
a. Hestunsevde R"” de dimension n— 1.
b. Lorthogonal de H est la droite engendrée par u = (1,...,1).
c. Ladistance de v € R a H vaut |[{u, v)|.

d. Lamatrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur H vautI,,— %UUT ol U estla matrice colonne
de composantes égales a 1.

2. Exercices élémentaires

o® FEtude d’une application bilinéaire symétrique

T
Soit T € R:. Pour tout (f, g) € €°(R,R)?, on pose (f, ) ;:f fe.
0

1. Vérifier que (-,-) est une forme bilinéaire positive sur E := FO(R,R).

2. Est-ce un produit scalaire sur E ?

u Q® Quelques classiques classiques

On pose E:= R3[X] et (P.Q) := fl PQ pour (PQ) € E2.
1. Justifier que ¢:,-) estun prodLit scalaire sur E.
2. SoitF:= {P€E; xX?-1,P"y = (X,P) }. Déterminer un polynoéme T tel que F = (VectT')*.
3. OnposeQ:=1+X +X2 +X3. Déterminer d(Q,F).

a Q® Un projeté orthogonal

On considere .#>(R) 'espace euclidien des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels muni du produit scalaire cano-

nique défini pour A et B matrices de .#>(R) par (A|B) = tr (ATB).
1. Calculer (A|A") pour A = (ﬁ 2) et A'= (z: 2’,)

2. On note T le sous-espace vectoriel formé des matrices triangulaires supérieures de .#>,(R). Donner, pour le produit
scalaire canonique, une base orthonormée de T et de TL.

3. Calculer la projeté orthogonal de M sur T ainsi que la distance § de M a T pour M = [315 i]

a (02O Polynémes de Tchebychev

1
On note E := R[X] et, pour (P,Q) € E?, (P.Q) :=f P (cost)Q(cost)dt.
0

LLG ¥ HX6 3
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1. Démontrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.

2. On admet I'existence de (T) ;e € RXIN tel queV(n,t)e NxR, cos(nt) =T, (cost).

Démontrer que (T,) ,ev est une famille orthogonale de E.

0@ Etude d’un produit scalaire f

1
On pose V(f,g) € €1(10,1],R), (f,g) := fo f'g' + fg)+ f(1)g(0).

1
1. Soit f:[0,1] — R de classe ¢". Justifier que (f(1) - £(0)) gf (fH2.
0

2. En déduire que (f, g) — (f, g un produit scalaire sur 10,11, R).

a @ Une symétrie orthogonale f

On munit R* du produit scalaire canonique. Soit F le sous-espace de R* défini par les équations x+y+z+t=0et x+2y+
3z+4t = 0. Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a F dans la base canonique de R*.

a (02O Composée de deux projections orthogonales f

Soit p et g des projecteurs orthogonaux d'un espace euclidien E. Montrer que pog=0 < gop =0.

3. Exercices classiques plus techniques

m (X Linéarité et symétrie f

Soit E un espace préhilbertien réel et u: E — E tels que V(x, y) € E?, (u(x), y)=(x, u(y)).
1. Soit (x,y,2) € EletAeRR. Simplifier (§, z) o1 & := u(x+Ay) — u(x) — Au(y).

2. En déduire que u est linéaire.

11 [XO} Un calcul de distance f

On note E = R3[X] et on pose
1
Y(BQ)€E?, (RQ) = %f P(1)Q(ndt
-1

Pour i € [0,3], on note P; = Xt
1. Montrer que ¢, ) définit un produit scalaire.

2. Déterminer, par le procédé de Schmidt, une base orthonormée (Qg,Q;,Q2) de F = R, [X] a partir de la famille
(Po,P1,P2).

3. Calculer la projection orthogonale de P3 sur F.

4. Calculer la distance de P3 a F.

LLG ¥ HX6 4
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12 XS Distance dans le cadre des matrices f

On munit .#, (R) du produit scalaire défini par (A|B) = tr (ATB). On note ||-|| la norme associée.
1. Montrer que la base canonique (E;,j), j<nde M, (R) est orthonormée.

2. Montrer que .7, (R)* = 7, (R).

3. Etablir que pour tout A € .#,(R) on a tr(A) < v/ny/tr (ATA) et préciser les cas d’égalité.

121
4. Dans cette question n = 3. Calculer inf [M|| ot E:= {K+A;Ae 4R} etK=[3-10]
€
231
13 EO] Symétries orthogonales ff

Soit E un espace euclidien, A et B deux sous-espaces orthogonaux de E, i.e. vérifiant A c B*. On note s et s les symétries
orthogonales par rapport a A et B.

1. Montrer que sp et sg commutent.
2. Justifier que (A +B)* = At nB*.

3. En déduire que sa o s est la symétrie orthogonale par rapport a (A + B)*.

LLG ¥ HX6 5
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8-

Au 15., on pourra s'intéressez au signe de || x + pyll2 —lx|I? au voisinage de 0.

(2 )

Au 4., on pensera a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

8-

Ce n’est pas un produit scalaire.

(1 )
16 /3

On trouve d(Q,F) = —1/ =

15V 2
8-

La base canonique est orthonormée pour ce produit scalaire.

(6 i)

Effectuer un changement de variable. au 2.

7 )

Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz intégrale.

B -

Commencer par calculer la projection orthogonale n sur F.

B -

Traduire p o g = 0 par une inclusion. Que vaut (Ker p)* pour un projecteur orthogonal ?

[ 10 Jo)

On trouve 0.

(11 )

2
On trouve d(P3,F) = —-

5V7
o-

Beaucoup de réponses se trouvent dans le cours...

(13 &)

Utiliser les projections orthogonales sur A et B.

LLG ¥ HX6
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(1 )

1.
2.

5. Solutions

Vraicar(x—y,x+y) = x)1% - ||y||2.

Faux. Par exemple, la fonction u nulle sur [0, 1] et qui vaut x sur [-1, 0] est continue, non nulle et fol u® =0. Lapplica-
tion donnée ne vérifie donc pas 'axiome de définie positivité.

. Faux: cex de la famille nulle. En revanche, d’apres le cours, toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

4. Faux. Cex F = {0} et G=E pour lesquels on a FL = E et G! = {0}. En revanche, ce quiestvraiestFc G = Gt cFL.

Faux. Cex p =1 et e; # 0 non unitaire. La projection orthogonale du vecteur e; sur F vaut ej et e # |le; |%e;. La formule

est vraie sous I’hypothese supplémentaire que (ey, ..., ep)est une bon de F.

6. Vrai. Par la définition de I'énoncé, on a directement F = Vect(x)+ donc F+ = Vect(u) car R? est de dimension finie.

7. Faux. On a (¢(w), (1)) =0 < b(u) =0, ie u € Ker ¢. Ainsi, si ¢ n'est pas injective, alors I'expression donnée ne

définit pas un produit scalaire.

8. Vrai. En développant la norme de x + y, I'inégalité est équivalente a
2(x,y) < 1+1x1P 1yl
Cette inégalité est vraie car, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
2(x,y) <2llxllyl < 1+ 1xyl>

La derniére majoration venant classiquement de (|| x| — || y[)? >0

9. Faux. D’apres le cours, I'orthogonal d'une partie quelconque est un sev.

10. Vrai. Soit # une base de R”. En posant (x, y) = XY ou X, Y désignent les coordonnées de x, y dans %, on définit

clairement un produit scalaire sur R” tel que % soit orthonormée.

11. Faux. Cex : E = R[X] muni de (BQ) = fol PQetF={P€E;P(0) =0} (cf. le cours pour le détail des justifications). En

revanche, le résultat est vrai en dimension finie.
12. Vrai. SiFL =E, alors F < (F1)* = {0} d’out F = {0}.
13. Vrai par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R” :

n n n 1
PR I DR Dor
=1 =1
14. Vrai. Notons [ay, ..., a,] la matrice de ¢ dans les bases canonique de R” et R. Pour tout x = (xy,...,X;), on a
n
dx) =) aix; =(a,x)
i=1

oua=(ay,...,a,).
15. Vrai.

=» Supposons x_Ly. Pour tout pe R, ona ||x+pyl? - x? = p?lyl> >0

=»> Réciproquement, supposons que Vp e R, [[x+ puyll > l|x|l. On aalors Vp e R,

lx+ pyll® = 1x1® = [yl +2p¢x, ) >0

Supposons (x, y) # 0, on a alors
e+ uyl® = 120® ~ 2066 p)

ce qui est absurde car p— 2(x, y) change de signe au voisinage de 0.
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16. Vrai. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour u et v unitaires :
—1=—lullvl < (u,v)

et (u,—u) = —|lul®>=—-1ce qui permet de conclure puisque ||—u| = 1.
17. Faux.On a
3 -1
luy+up+usl®> =Y llwil®+2 Y. (ujuj)=3+2x3x—=0
i=1 1<i<j<3 2
Ainsi u; + up + uz =0.
18. Vrai. On a, en notant § le membre de gauche de I'égalité :

2

n n

2 2 2 2

8= ) (Ixl®+lxj1" =2, xpy) =20 ) Ixil* =2 ), (xpxp)=2n) Ixl°-2
1<6,j<n i=1 1<i,j<n i=1

n
2 i
i=1

Enseignements a tirer de cet exercice

(2 )

1. Tout est vrai saufb. et c.

n
= Soit (i, j) € [1, nj2. Ona f(e;) = Z Mg, jep d’ot, puisque (ey,...,e,) estune bon :
=1

n
(flej,eiy =) My e, e)) =M,
=1

On en déduit que a. est vrai et b. est faux.

n
= Parlea,ona Z(f(eﬁ,e,-) =trmatg(f) =tr f. D'ou le c. est faux.
i=1

=» Supposons que f soit une projection orthogonale et fixons (i, j) € [1, n]%. Décomposons e; et e j dans la somme
directeE=Im f@Ker f:e;=x; +y;etej=x;j+y;.Ona

M; ;=(f(ej),ei) ={f(x;)+ f(¥;), xi +yi) =X, Xi + yi) = xj, ;) +{xj, i) = {Xj, X;)
Ainsi, par symétrie, M; ; = (xj, x;) = {x;, X;) = Mj ;. On en déduit que d. est vraie.
=»> Supposons que f soit un projecteur. En choisissant (u, ..., u,) une bon adaptée a la somme orthogonale directe
E=Im f eKer f, on a par ce qui précede :
n n r
Y (fle, ey =) (flud,u)=) (ujuy=r
i=1 i=1 i=1

ou r estle rang de f. Ainsi e. est vraie.

LLG ¥ HX6 8
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2. Tout est vrai.
=> Comme % est orthonormée pour ¢ si et seulement si, pour tout (i, j) € [1, n]?, d(e;, ej) =90; j, le a. est vrai.

= Avec les notationsdub.,ona

n

= ) XiYjblei,e)=) X;

1<i,j<n i=1

n n n
¢(x,y) =¢(Z‘ixiei,2‘iYie; Zlcb(ei,ej)Yj) =2 X (M;’;Y)i’1 =X"MJY
1= 1= j=

Il
—_

d’ouleb.
=> Notons € = (f1,..., fn)- On a, pour tout (i, j) € I1,n)%:

n n n n
q)(f“f]) :(b(z Pk,ieerPE,ief) = Z Pk'inyj([)(ek,eg) = Z Z(PT)i,k(P(ek,ee)Pe,,j = (PTM«%P)ij
k=1 0=1 1<ke<n k=10=1 g
i MO —pTag®
ainsi M% =P M%P.
3. Tout est vrai sauf a.
=> Comme O, (R) ne contient pas la matrice nulle, ce n’est pas un sev de .#/, (RR).

=»> Il est clair que M € O, (R) si et seulement si M est inversible et M~ =MT. Ainsi 0, (R) < GL,(R). Soit M; et My
dans O, (R). On a

MMp)T =MIM] =M;'M = MM et (M) = (M]) T =My = (V)

ainsi M;M» € O, (R) et Ml‘1 € 0,(R). Ceci démontre le b.

=> Notons # = (ey,...,en), B = (e],...,e)) et Py, ..., P, les colonnes de P. Pour tout (i, j) € [1, nl?, on a
(PTP)M. = Pl.TP]- = (e}, e}) (car Zbon) =98, ; (car % bon)

AinsiPTP =1, et P € 0, (R). Ainsi, la propriété c. est vraie.

=» Fixons % une bon de R" et P € O, (R). Notons Py, ..., P, les colonnes de P. Soit ' = (e, ..., e},) 'unique famille
de vecteurs de R" telle que, pour tout j € [1, n], les coordonnées de e;. dans & sont données par P;. Comme %

est une bon, on a (e?,e}) = PiTPj = §;,j pour tout (i, j) € [1,n]% car PTP =1,,. Ainsi &' est une bon de R”, et la
propriété d. est vraie.

4. Seulsb. et c. sont vraies.
n 2 n n
= Soit X = (x3,...,X,) € H. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a Z 1xx;] < Z 1 Z x? ,dou nfX) > 1.
i=1 i=1 i=1

Pouru=(1/n,...,1/n),onaucHet f(u) =1/n ainsile b. est vrai et a. est faux.

=» Pour tout m € IN, posons u,, = (m,1 -m,0,...,0). On a u,, € H pour tout entier naturel n, et f(u,,) = m?+ (m—
1)? +00. On en déduit que f n’est pas majorée et donc que c. est vraie.

m—+oo
5. Tout est vrai sauf c.

=> Hestdéfinie par un systeme linéaire homogene a une équation non triviale donc H est un sevde R” de dimension
n-1.

= Comme (x, u) = x + -+ + X, pour tout x = (x1,...,x,),ona H = {u}l = Vect(u)*. Puisque R" est de dimension
finie, on a H* = Vect (u).

=»> Notons 7 la projection orthogonale sur HL = Vect(w). On a d(v,H) = |t(v)| par le cours. Or n(v) = (v, u'yu’ ol

u' = ul|ul. Ainsi, d(v,H) = (v, u')| = 'ﬂmﬂ . Ainsi la proposition c. est fausse.

o T
=» Notonsles vecteurs de R" en colonne. Onant(v) = % u=<w vu=Luw"v)=Lwu")v. Ainsimat 4 (1) = L

ol A est la base canonique de R". Ainsi, puisuqe la projection orthognale sur H est idg» — 7, sa matrice dans la
T
base canonique vaut I,, — #7~. La proposition d. est donc vraie.
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Enseignements a tirer de cet exercice

=» Au 4, il fautimmédiatement penser a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

=» Attention au 5. : la formule de projection n(v) = (v, u)u est valable si u est unitaire.

8-

1. Cf.le cours.

2. Lafonction f définie par f(¢) = ¢ pour t <0 et f(#) =0 pour ¢ > 0, appartient bien a %°(R,R), est non nulle et vérifie
(f, f) =0.La forme bilinéaire (,) n'est donc pas définie.

4+ i
1. Cf.le cours.

2. Soit F := {P € E; (X* —1,P') = (X,P)}. Déterminer un polynéme I tel que F = (VectI)*. Soit P € R3[X]. Par une inté-
gration par parties élémentaires, on obtient :

1 1
(X2 -1,P" :f (£ -1)P'(ndt = [(tz—l)P(t)](l)—f 2tP(1)dt = (-2X,P)
0 0

AinsiF := {P€E; (X,P) = 0} = Vect(X)™*.
3. Onad(Q,F) = |In(Q)|l ot m désigne la projection orthogonale sur FL =Vect(X).On a ||X| = \/g d’olt

_|<Q,x>|_\/§f1 2. 3. 4 '—E\/?
aQ,F) = Xl 2‘_1(t+t +1 +t)dt—15 >

(5

1. On adirectement (A|A’Y = aa’ + bb' + cc’' +dd’.

2. Notons (E; j)1<i,j<2 la base canonique de .#Z5(IR). On a clairement que cette base est orthonormale pour le produit
scalaire (-|-). De plus, T = Vect(E; 1,E12,E22). On adonc T = Vect(E2,1).

3. Notons 7t la projection orthogonale sur T.Onanr(M) = (§ 2) et := d(M,T) = [M—nir M) = || ($9) ] =3.

(6

1. = (-, ) estclairement bilinéaire par linéarité de I'intégrale.

= (-, ) est clairement symétrique.
= (-, -) est positive par positivité de I'intégrale.
= Soit P € R[X] tel que (P, P) = ;' P(cos H)*>dt = 0. Comme (P o cos)? est continue et positive sur [0,7], on en déduit

que V1 € [0,7], P(cos t) = 0. Ainsi, par surjectivité de cos: [0, 1] — [-1, 1], tous les réels de [-1, 1] sont racines de P,
ainsi P est nul car admet une infinité de racines.

Ainsi (-, -) est un produit scalaire sur E.

2. Soit (n,m) e N* tel que n # m.On a

IS LS

Ty, Tm) :f T, (cost)Tm(cost)dt:f cos(nt)cos(mr)dt
0 0

T T t t t—mt
=f cos(nt)cos(mt)dt =f cosint + m );—cos(n n )dt
0 0

sin(nt+ mt) N sin(nt—mt) ]“ a

=0

n+m n—-m 0

Ainsi (Tj,) ey est orthogonale pour ce produit scalaire.
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7 )

se_ 2 2 2 1 72 1, r\2
1. Parl'inégalité de Cauchy-Schwarz : (f(1) - f(0))" = (fo f) < Jo (D2

2. Lapplication (f, g) — (f, g est clairement bilinéaire par linéarité de I'intégrale et symétrique. Soit f : [0, 1] de classe
€'.0n

1
(f.f)= fo 42O Q) = (FW) = FON*+2f0) f1) = FO*+ f)* >0
Supposons a présent que {f, f) = 0. On déduit des inégalité précédentes que f(0)>+ f(1)> = 0d’ol1 £(0) = f(1) = 0 puis

que fol (f)? =0. Comme (f')? est continue et positive, on en déduit que f’ = 0 donc que f est constante et finalement
que f est nulle. Lapplication (f, g) — (f, g) définit bien un produit scalaire sur € ([0, 1], R).

0-
Notons 7 la projection orthogonale sur F et % la base canonique de R". Nous recherchons la symétrie s = 2m —idRa.

On trouve facilement que F est un plan de bon (U,V) ou U = %[1,—1,—1, 11TetV = \/szo[—l,?), —3,1]. Pour tout X € R*,
n(X) = (X, U)U + X, V)V = (UUT + VVT)X. On en déduit facilement que mat g () = UUT + VVT d’oix

8 _4_1 2

5 5 5 5

42 21

matg(s) =200 +VWhH-I,=| ° % > °
5755 5

2 _1_48

5 5 5 5

(o )

Supposons que po g = 0. On a alors Im g < Ker p. Ainsi, (Ker p)* < (Im g)*. Comme ces projecteurs sont orthogonaux, on
alm p cKer g, doll go p =0. On en déduit I'équivalence par symétrie.

Commentaire

Il faut penser a traduire f o g = 0 par une inclusion puis exploiter I'orthogonalité.

o -

1. Soit (x,y,2) € E3 et A € R. Simplifier (5, z) ol1 § := u(x+Ay) — u(x) — Au(y). Ona

(8, 2y =(ux+Ay) —ux) —Au(y), z) ={ux+Ay), z)—(ux), z) = A{uy), z)
=(x+Ay, u(@))—(x, u(@))-A(y, u(@) ) =(x+Ay—x-Ay,z) =0

2. Onen déduit que § € EL = {0} d’ol1 6 = 0 et u est linéaire.

(11 )

1. La symétrie, la bilinéarité, et la positivité sont vérifiées d’apres les propriétés sur les intégrales. Pour le caractere
défini, f_ll P? = 0, implique que la fonction associée a P est nulle sur [—1, 1] (car P? est positive et continue sur [—1,1])
donc P =0 car P est un polynéme admettant une infinité de racines.

2. = On pose Ry =Py, |Roll =1, donc Qg =1 convient.

=»> On cherche R; orthogonale a Qg sous la forme R; = P; + A¢gQo. Lorthogonalité de R; et Qg est équivalente a Ay =
—(P1,Qq), ie Ag = 0. D’ot Ry =Py, et |R; || = 1/v/3. Ainsi, Q; = v/3X convient.

LLG € HX6 11
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=»> On cherche R; orthogonale a Qg et Q1, sous la forme Ry = P> +A9Qp+A1Q;. Lorthogonalité de R; avec Qg et Q; est

5
équivalente a Ag = —(P2,Qq) et A} = —(P»,Q1), d’oit \g = —1/3 et A; = 0. Or | Rz || = 2/(3V/5), ainsi Q; = %(3)(2 -1
convient.

3. Le projeté orthogonal de P3 sur F est :
R=(Qo,P3)Qo +(Q1,P3)Q1 +(Q2,P3)Q2
. N 3
soit, apres calculs, R = EX

2
4. Ladistance de P3 a Festalorsd =||P3—R| = —-

5V7
[ 12 o)

1. Soit (i, j,k,0) € [1,n]*>. Ona

<Eiyj|Ek,g> =tr (E;{jEk,g) =tr (Ej,iEk,g) = Si,k tI'Ej,g = Si,kﬁj,g

Ce produit scalaire est donc nul si (i, j) # (k, £) et vaut 1 sinon : la base canonique de .#/,(RR) est donc orthonormée.

2. On sait que la famille (E; j +E; ;) est génératrice de .%;, (R). Ainsi

1<i,j<n

Me.Z(R)"T < V(i,j)ell,nl? (ME;;+E;;)=0
< VY(i,j)elL,nl% (ME; ;) =—(ME};)
= VY(i,j)elL,nl*M;;=-M;j;
par question précédente (les coordonnées dans une bon se calculent au moyen du produit scalaire).

3. Soit A€ .#,(R). Linégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit (I,|A) < |1, || [All, ie tr(A) < v/ny/tr (ATA). D’apres le cours, il y
a égalité si et seulement si I\ € R tel que A = AlL,.

4. D’apres le théoreme de meilleur approximation au sens des moindres carrés, on a
inf [M[|= inf [K-Al=][mn @
MeE Acof(R) S8

T

ol T o, () est la projection orthogonale sur 3 (R). Comme 7t Amw K = , on obtient :

49
inf [M|| =4/ —
MeE 2

Commentaire

(13 )

Notons pa et pg les projections orthogonales sur A et B.
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1. On a sy = 2pa —idg et sy = 2pp —idg. 1l suffit donc de montrer que p et pg commutent. Comme Im pp = A c Bl =
Ker pg et Im pg =B < A = Ker pa, ona pao pp = pgo pa =0.

2. OnAtnBLtc (A+B)t par linéarité a gauche du produit scalaire. De plus, A< A+ B donc (A + B)1 < AL. De méme
(A+B)* cB! donc (A+B)t cALNBL.

3. Posons s:=sposg. Soit x € E et (xa, xg, X1 ) EAxBx (A+B)! tel quex=xa+xg+x,.0na

s(x) = sp(sa(xa)) + sa(sg(xB)) + sa(sg(x1)) = sg(xa) +sa(xB) — sa(x1) = —xpa— X+ X1

car x; € (A+B)L = At nBY, AcB! et Bc AL, Ainsi s est la symétrie orthogonale par rapport a (A+B)*.

LLG € HX6 13



	Espaces préhilbertiens réels
	Quizz
	Exercices élémentaires
	Exercices classiques plus techniques
	Indications
	Solutions


