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1. Quizz

@@ Vrai ou faux ? f

1. Il existe une fonction f: R — R convexe et strictement décroissante.
|
2. Pour tout x € [0, Z] , tanx < Zx-

3. La fonction cosinus est concave sur [0, 7t].
(x+y+z+0t
44 '

1N

. Pour tous réels strictement positifs x, y, z et f,ona xyzt <

Pour f: R — R convexe et g: R — IR concave, f — g est convexe.
. Une fonction convexe f: R, — R est nécessairement minorée.

. Lafonction f: R — R définie par x — |x+ 1| + |x — 1| est convexe.

e N o o

. Une fonction convexe f : [0,1] — R convexe est nécessairement continue en tout point de [0, 1].
9. Soit f: R — R deux fois dérivable telle que f” > 0 et f(0) = 0. Pour tout réel x, ona x f'(x) > f(x).

10. Soit f: R — R continue. La fonction f est convexe si et seulement si f |IR+ et f |1R_ sont convexes.

11. Lafonction f: R — R définie par x — |x|3 est convexe.

2. Exercices élémentaires

Q® Fonctions convexes et concaves

Soit I un vrai intervalle de R. Déterminer les fonctions f : I — R convexes et concaves.

Q® Fonctions convexes positives s’annulant deux fois

Soit f : [a, b] — R convexe positive vérifiant f(a) = f(b) = 0. Montrer que f est nulle.

n Q® Moyennes arithmétiques et harmoniques

Soit ne IN* et uy, ..., u, des réels strictement positifs. En utilisant la convexité, établir que

1(1 1) n
— | — 4 — 2—
n\u Upn U +---+uy

B o® Figures imposées

Démontrer par la convexité que, pour tout 6 > 0 et tout x €]0,6[, on a Wx <In(1+x) < x.
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a Q® Concavité deInoln et applications f

1. Soit f une fonction dérivable sur R et concave. Démontrer que, pour tout k dans IN, f(k+1) —
fk) < f'(k)

2. Démontrer que la fonction x — Inln x est concave sur son intervalle de définition.
n

3. Démontrer que la suite de terme général u,, := Z

tend vers +oo.
o kInk

4. Démontrer que In (%b) > v/In(a)In(b) pour tous réels a et b strictement supérieurs a 1.

Q® Un encadrement

Montrer que pour x€ [0,1],onal+x < e* <1+ x(e—1).

a Q® Variations arithmético-géométriques f
X +...+x
1. Montrer que pour tout n € N*, (xi,...,x,) € R}, ona {/x;...x, < Are T
n
2. En déduire que V(a, b, c) € Ri, a®+b®+c® >3abc.
3. Prouver que V(a, b,c) € ]R‘j’r, (a+b+c)>27abc.
. n+1
4. Soit n > 1. Etablir que V'n! < -
a Q@ Une inégalité de convexité f

Montrer que, pour tous x € [-1,1] et A € R, e* < coshA + xsinhA.

3. Exercices classiques plus techniques

10 [eXO Puissances ff

Soit a et b deux réels positifs telsque a+ b =1. Etablir que V(x,y) € R;)?, 1+ x“yb <A+0% 1+ y)b.

11 XS Sous-additivité et concavité ff

Soit f: R} — R une fonction concave positive.

fx+y) < fx)

xX+y X

1. Montrer que pour tous réels x et y strictement positifs.

2. En déduire que f est sous-additive, i.e. pour tous réels x et y strictement positifs, f(x+y) <
f@+ f(y).

3. En déduire que (x + y)* < x* + y® pour tous réels x et y strictement positif et « € [0, 1].
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4. Indications

(1 i}

On reconnaitra 'inégalité AG au 4.

(2 i}

Revenir a I'interprétation de la convexité via les cordes.

(3 o

Revenir au propriétés des cordes.

a-

Appliquer I'inégalité de Jensen.

8 -

Il est question de stricte concavité.

O -

Il y a du telescopage dans lair.

(7 o

Utiliser une corde et une tangente.

B -

C’est du cours.

B -

Utiliser une corde.

o -

Passer au logarithme.

o -

fx)

Au 1., il s’agit de montrer la décroissance de x — ——- Pour cela, on remarquera que
X x)—f(0 0
Vx>0,f():f() f()+f()
X X X
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5. Solutions

(1 i}

1. Vrai. Par exemple, f : x — e~ (la convexité de f est assurée car ' = f > 0).

2. Sur [0,%], tan” x = 2(tan x)(+1 tan® x) > 0. La tangente est donc convexe sur cet intervalle. Puisque

la corde de la tangente aux points d’abscisses 0 et 7 est d’équation y = %x, on en déduit que pour

tout x € [O’Z] , tanx < o x-

3. C’est faux car cos” = —cos n’est pas négative sur [0, 1t].
4. Vrai. C’est un cas particulier de I'inégalité arithmético-géométrique.

5. Vrai car —g est convexe (car f est concave) et donc f — g est convexe en tant que somme de fonc-
tions convexes.

6. C’est faux, la fonction x — —x est un contre-exemple évident.
7. Vrai. La fonction f est convexe en tant que somme de deux fonctions convexes. Pour a € R, la

convexité de g: x — |x — al est facile a justifier via I'inégalité triangulaire :

Vi, y, D eR*x[0,1], |[tx+(1-0y—a|=|tx-a)+1-D(y-a)|<|tx—a)+]|0-D(y-a)

=t|x—a|+6—t)|y—a|
8. Faux.

Voici un contre-exemple :

1 six=0
f:x-—»{

x sixe€]0,1]

Cette fonction est bien convexe : toutes ses
cordes sont situées au-dessus de sa courbe.

9. Vrai. La tangente au point x admet pour équation Y = f(x) + f'(x) (X — x). Par convexité de f, on a
fX) < f(x)+ f'(x)(X - x) pour tout réel X. En particulier, pour X = 0, on obtient x f'(x) > f(x).

A

10. C’est faux. Voici un contre-exemple :

1+2x six<0
fix— .
1-2x six>0

Les fonctions affines de part et d’autre de g
0 sont convexes (les fonctions affines sont
convexes et concaves) mais le raccord des
deux donne une fonction non convexe (la
fonction obtenue est ici est par ailleurs
concave).
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Commentaire

11. Vrai. Il est facile de vérifier que f est dérivable
sur R et

-3x% six<0
flix—<0 six=0

3x2 six>0

La fonction f’ étant croissante sur R, f est
convexe sur R.

Voir ci-contre la fonction en rouge et sa déri-
vée en vert.

Commentaire

(2 K

Soit (a, b) € I? tel que a < b. La courbe de f sur [a, b] est située au-dessus et au-dessous de la corde
joignant les points d’abscisses a et b, elle est donc confondue avec cette corde. On en déduit que f
est affine sur [a, b]. Comme ceci est vrai pour tous a et b dans [, f est affine sur I.

(3 K

Comme le segment joignant les points de coordonnées (a, 0) et (b,0) est une corde du graphe de f, la
courbe de f est situé sous ’axe des abscisses par convexité de f. Comme f est positive, on en déduit
que f est nulle.
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0-
La fonction x — % est convexe sur R} car deux fois dérivable avec f”(x) = % > 0 pour tout x > 0. On
déduit de I'inégalité de Jensen que

1(1 n

—_— 4+ —| >

n\u Up U +---+ Uy
:%Zlﬂzl f(ul) = (%Z:ﬁl ul)

8 -

= La fonction f: x — In(1 + x) est strictement concave sur R. Eneffet Vx>0, f "(x) =

(1+x)?
= Son graphe est donc situé sous ses tangentes et au-dessus de ses cordes. Léquation de la tangente
en0est y= f(0)+ f'(0)x = x. Donc In(1 + x) < x pour tout réel x strictement positif.

<0.

= Soit 0 > 0. L'équation de la corde joignant les points d’abscisses points 0 et 0 est y = w x donc
In(1+6
Vx€]0,0[, % x<In(1+x)

O -

1. Soit k € IN. La courbe de f est située au-dessous de sa tangente au point d’abscisse k. Ainsi V ¢ €
R, f(©) < f(k)+ (t—k)f'(k) etdonc f(k+1)— f(k) < f'(k) (pour t = k+1).

2. Lexpression f(x) :=loglogx est définie pour x > 1. Elle est indéfiniment dérivable comme com-
posée de deux fonctions indéfiniment dérivables et, pour tout x > 1,
1 —-lnx-1

'X)=—— et f'x)=
S xlnx U (xIn x)?
donc f est bien une fonction concave.

3. Onremarque que, pour tout nn > 2,

up =Y =Y (flk+D-f(k) = f(n+1) - f(2)
k=2 k=2

+00, 0n a aussi uy, +00.

par concavité de f sur]1,00[ etle 1. Comme f(n+1)
n—+00 n—+00

4. Comme f est concave, pour tousréelsa>1letb>1

f(a;b) > f(a);—f(b) =Invinalnb

On obtient I'inégalité voulue en composant par exp (qui est croissante).

8 -

Lexponentielle est convexe sur R et les deux fonctions affines encadrantes représentent la tangente
de cette fonction en x = 0 et la corde joignant les points d’abscisses x =0 et x = 1.
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B -

1. La fonction logarithme népérien est concave sur R}. Pour n > 2 et des réels x,..., x,, strictement
positifs, on déduit de 'inégalité de Jensen que :

X1...+x,  Inxi+...+Inx,
In >
n n

. X1...1tXpn N . . . .
i.e.In—— >1In {/x; ... x,, d’ ol le résultat par croissance de la fonction exponentielle.
n

e . L. . 3 p34c3 R . .
2. D’apres I'inégalité arithmético-géométrique, % > Vadbh3c3 = abe d’ot le résultat en multi-
pliant par trois.

3. D’apres 'inégalité arithmético-géométrique, %b” > Vabc > 0 donc, en élevant au cube, %(a +

b+ c)® > abc d’ ot le résultat en multipliant par 27.
4. D’apres 'inégalité arithmético-géométrique

n+l nn+1 1+...+n n .
_pntl) > YT n=n
2 2n n

B -

= Fixons A € R. La fonction f : x — ¥ est convexe (sa dérivée seconde f” = A? f est positive) ainsi sa
courbe est située sous la corde joignant ses points d’abscisses —1 et 1.

W(x + 1), c’est-a-dire y = coshA + xsinhA. On a

= Cette corde a pour équation y = f(-1) +
donc

Vxe[-1,1], e < coshA + xsinh A

o -

= Linégalité étant banale pour x = 0 ou y = 0, on peut supposer que x et y sont strictement positifs.
Par stricte croissance du logarithme népérien sur R, I'inégalité est alors équivalente a

In(1+ e“ln“blny) <aln(1+ elnx) +bln(1+ elny)

Comme a+b = 1, on reconnait une inégalité de convexité sur R pourla fonction u € R — In(1+e%).

= On vérifie sans peine que cette fonction est effectivement convexe sur R en tant que fonction deux

fois dérivable avec u

VueR, f'(u) = ——>0
(1+ev)

o -

1. La fonction f étant concave, son taux d’accroissementen 0, T: x —
f(0)

X

w, est décroissante sur

R . De plus, puisque f(0) >0, x —
aussi décroissante sur R :

est décroissante sur R . On en déduit que leur somme est

@

X
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2. Soit x >0 et y > 0. Quitte a permuter x et y, on peut supposer que x < y. On déduit du 1. que

f()

flx+y) < —f( )=fX)+—y < fO)+f(y)

f( ) f(y)
y

3. Par le 2., il suffit de justifier que, pour «a € [0, 1], la fonction f : x — x® est concave et positive sur
R*. La fonction f est deux fois dérivable et f”: x — a(a — 1) x*~2 est négative.

puisque ——

LLG ¥ HX6 9



	Fonctions convexes
	Quizz
	Exercices élémentaires
	Exercices classiques plus techniques
	Indications
	Solutions


