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1. Quizz

(0XO) Vrai ou faux ?

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

21.

23.

24.

25

2
. Pour toute fonction f: R — R continue, on a j; fnde = ﬁ
3 2

1

1 1
VnelN*, f x"ldx = - 2. Pour f:[0,1] — R continue, ona[ fdt >0 < f>0.
0 0

1 2
. Pour toute fonction f: R — R continue, on af f@ndt = f f(ode.
0 0

X
. Pour tout f: R — R continue, la dérivée de x — f fdtest x— f(x)— f(0).
0

2f(4)

-di.

2

. |x o
. La fonction x — > est une primitive de x — |x| sur R.

n

27 n 1
Vi, )eN? i#j = f cos(ix)cos(jx)dx =0. 8.VYnelN, ) M :f (1+x)"dx.

! 2 -1 ! 2V2 ! !
. f xV1+x2dx = \/_3 . 10. f xV1+xdx = T\/_ 11. f x|x|dx = 2[ x*dx.
0 0 - 0

1

2
X
2
Lafonction F: x — f e~ dt est dérivable et F' : x — —2xe~* .
0

n+1 n+l1
Pourneﬂ\letfe%l(]R,R),f f(t)dt—f(n):f (n+1-0f (ndt.
¢ 1
Pour tout f € €°(R, R), f f(cost)dt = —f f(wdu.
0 -1

folfg folg

Si fe¢°([0,1],R), alors f admet une seule primitive d’intégrale nulle sur [0, 1].

Pour (f,g) € €°([0,1],R)?>, on a

< max |f]|

Toute primitive d'une fonction continue et paire est impaire.
Toute primitive d’'une fonction continue et impaire est paire.

Toute primitive d'une fonction continue et périodique est périodique.

1 \2 1
Pourfe%o([o,l],]R),onaU f) <f f2.
0 0

n * Int
Pourae Ry, ona ) k% ~n**, 22. Pour tout x > 0, fl 241
k=1 x

1
Pour (f, g) € ([0, 1], R)? tel que g" = g et f(0) = f(1) =0, 0na fo (fg+f'g)=o.

dr=0.

L I
n x 1
2 2
Pourtoutne]N,f sinZ”“tdt:f cosZ"“tdt:f (1-£3)"dz.
0 0 0

1.

1
Onaf V1+x"dx
0

n—+oo
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X
26. Pour f e €°(R, R), lafonctiong:x—»f ft+x)dtest€letg : x— f2x) - f(x).
0

(| Ty«
27. Poura>0etPp>0,0ona »_ P,
im0 an+Pk n—+oo 4

L 1 21 . )
28. PourP = Y a;X¥ e R[X], ona Vke [0, 7], a; = _f p(e')e ¥ ar.
k=0 271 Jo

29. Si(f,8) € ¢°(R,R) vérifie Vxe R, g(x) :f fet f(x) :f g, alors f=g=0.
0 0

1 1 1
30. Pour (f,g)e(fo([O,l],]R)Z,ona\/f (f+g)2<\/f f2+\/f g2.
0 0 0

1
31. Onainf{f fz;fe%O([O,l],]R);f(O):f(l):l}:1.
0

@@ QCM sur le calcul intégral f
2In(1+1¢
1. OnposeI::f n 5 )dt:
1 t
8 3 3 Int
al=lhnh——:; b.Izlnﬁ; c.I:f det.
3v3 2 (1-1)

7 sin2x
2. En posant u =cos2x dans | := —
0 2+sin“x

1 du L du 3
a. I = ; b. 1= ; c.I=ln—--
_15—-u -15+u 2

dx, on obtient :

1
3. Pour tout n € IN, on pose I, ::f x"V1+ xdx :
0

2 4v2 -2nl,_
a. [p=-— (2\/5— 1); b. (I,) e est décroissante; c. I, = —ve ool
3 3+2n
4. Une primitive d al R, est
. Une primitive de x — sur est:
vi+x ’

X t 2 V1+x
a x— dt;  b.ox—=V1i+x(x-2); c.x*—»f 2(u2—1)du.
0 1+t 3 T

e
5. Pour n€ N, on pose I, ::f In" tdt:
1

+00.
n—+oo

1
a. l,=e—-nl,_1; b. I, :f u"e"du; c. I,
0

LLG ¥ HX6 3
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i
6. On pose, pour toutne NN, I, := f tan’” tdt.Ona :
0

1
a. VnelN, I,,+1,,,1 = ——; b. (I,) el €st croissante; c.l,——0.
2n+1 n—+00

X
7. Pour tout f: R — R continue, la dérivée de ¢ définie de R dans R par ¢(x) := f(p)dtest:
—X

a x—0; b. x— f(X)+ f(-x); ¢ x— f(x)—f(—x).

n 2 I :.2
6 COS“ [ 6 SIN“ ¢
8. OnposeI::f dr et ]::f dz.
0 COS2t 0 COS2t

V3+1
VvV3-1

\/§+1.
V3-1

1 n 1
a.I+I:Eln en posant u =tanf; b.I—]:O;c.I:—+Zln

1

2 1
9. On pose | ::f (1+—2)arctantdt.
1/2 2

3

2 1 1
a. I =- 1+ —|arctan —d¢; b.I=-m.
1 t 4

2 r?
X
10. Pour f € €°(R,R), onnote F: x € ]RHf f(ndt.
0
a. F est continue; b. F' = f; c. f croissante = F croissante; d f>0 = F2>0.

X
11. Pour f€E := %°(10,1],R), on note T(f):x€[0,1] — xf f(pdze.
0

a. Te Z(E); b. T est surjective; c. T est injective.

12. PourfEE::%O([O,l],]R),on note L(f):x€[0,1] r—»f fnde.
0

a. Le Z(E); b. L est injectif; c. L est surjectif;

X _ AN 1
¥(n,x) e Nx[0,1], d. L”“(f)(x):f W=D rpde; e L"”(f)(x):x”f
0

0 n!

1-u

- ) fxuwdu.

X
13. Soit f € €1 ([0,1],R) telle que f' soit décroissante, f(0) =1 et Vx € [0,1], F(x) := f f(nde.
0

1 1 1
a. Vxe[0,1], F(x) :f xf(tx)dt; b. Vx€[0,1], f F(x)dx = F(l)—f xf(x)dx;
0 0 0
1 2 1
c. V(x, 1) €[0,11% x*f(£) + x(1 - x) < xf(x0); d. f xf(x)dx > gF(”‘g'
0
2 cos™ x
14. Pour tout n € IN, on pose I, ::f - dx.
1 sinx

1 \/§ n+1
a. I =1In2; b. VnelN, I,,.0 =1, - (—) ; c.l,——0.
n+1 2 n—+oo

LLG ¥ HX6 4
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2. Exercices élémentaires

(X O Des calculs

Calculer les intégrales suivantes :

1 1 dr 1
l.f xarctan xdx; 2.[ —Zenposant f=tanx; 3.[ |nu—1| pour ne N*;
0 0 (t2+1 0

1 T sinx
4.[ tIn(1+ n)dt; 5.[ ————dxenposant u:=cosx.
0 0 l+sin“x

a o® Une suite d’intégrales
0 eIN*, J fl 4 hémont VnelN*, J L 2n-l,

n pose, pour n JJni=| ——=Démontrer que Vn , = .

pose.p "o (1+2)" q LT onel T Ty
B o® Des intégrales trigonométriques
n 1
Calculer f x(cos x)?dx puis en déduire f x(sin x)*dx.
0 0

a 0@ Une étude asymptotique

X
On consideére la fonction f: x — / V' 1+ t*dt. Démontrer que
0

xS

3
X
Vxe Ry, 3 < flx) < ?+x

et en déduire un équivalent de f(x) en +oo.

Q® La série exponentielle f

1 1-x n
OnposeVneN, I, = f gexdx.
0 n!
1. Montrer que (I,) ey converge vers 0.

2. Déterminer une relation de récurrence entre I,, et I,,41.
n

3. En déduire que z P ir—— e

e Q® Un développement asymptotique a deux termes f

L dr
OnposeVnelN, u, ::f .
o 1+t

LLG ¥ HX6 5
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1. Calculer uy, u; et uy.

2. Démontrer que u, —— 1.
n—+oo

) '¢"dt In2 1 !
3. Etablir que Vne IN* ,f = n———f In(1+¢")dz.
o 1+1t" n nJo

4. En déduire un équivalent de 1 — u,,.

a Q@ Une symétrie f

Soit f:[0,1] — R une fonction continue telle que Vx € [0,1], f(x)+ f(1—x) =1.

1. Quelle symétrie posséde la courbe représentative de f ?

1
1
2. Démonter que f f(ode = 5
0

3. Exercices classiques plus techniques

10 KO Une intégrale a paramétre f

1
Pour tout nombre réel x, on pose f(x) := f |x — t|dt. Calculer f(x) pour tout réel x.
0

11 EXO) Une suite d’intégrale f

e
Pour tout n € IN, on pose I, := f x(In" x)dx.
1

1. Calculer Iy etI;.

e n

2. Démontrer que Vne IN*, I,, = 5 Eln_l'

3. En déduire que I, 0.

n—+oo

12 R9XO) Fonctions d’intégrale nulle f

Soit f:[0,1] — R continue.

1
1. On suppose que f f =0. Montrer que f s’annule au moins une fois.
0

1
2. On suppose que f f= > Montrer que f admet eu moins un point fixe.
0

LLG ¥ HX6
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13 §&S Une minoration f

1 1
Soit (f,g) € €°([0,1],R,) tel que Vx € [0,1], f(x)g(x) > 1. Etablir quef ff g=>1
0o Jo

14 KO Variations sur une densité de probabilité ff
b
Soit (a,b) € R? et g : [a,b] — R, tels que a < b et f g(r)dt = 1. Les deux questions qui suivent sont
a
indépendantes.

b
1. Déterminer le minimum de la fonction ¢ : x — f (t—x)*g(t)dt et préciser pour quelle valeur de x
a

ce minimum est atteint.

M b 1
2. Montrer I'existence de p € [a, b] tel quef g(ndt :f g(nder= 3
a H

15 [oX XPC-2013 ff

1
Soit f € 1 ([0,1], R) telle que f(0) = 0. Montrer que Yx € [0,1], | f(x)| < f (f'(0))* d.
0

LLG ¥ HX6 7
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4. Indications

(1 i}

Linégalité du 30. est équivalente a celle de Cauchy-Schwarz pour f et g.

(2 i}

Au 11., on pourra utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.

(3 o

Bien réfléchir a une IPP ou un changement de variable sauf au 3. ot1 une relation de Chasles s'impose.

a-

Effectuer une IPP,

8 -

N’oubliez pas la valeur de cos? + sin?.

O -

Encadrez v'1 + 4.

8-

EncadrerI, au 1. et IPP au 2.

B -

Effectuer une IPP au 3.

B -

Coup de pouce pour le 1. : que dire du milieu du segment joignant les points de coordonnées (x, f (x))
et(l1-x,f(1-x)?

o -

Effectuer une disjonction afin de simplifier la valeur absolue.

(11 )

Au 3., on peut (par exemple) encadrer I,, au moyen de 2.

o -

Raisonner par I'absurde en utilisant le TVI.

LLG ¥ HX6 8
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o -

un seul cri : Cauchy-Schwarz!

o -

Au 1., ¢ est un trindbme de degré au plus deux. Appliquer le TVI au 2.

o -

Ecrire f(x) sous forme intégrale.

LLG ¥ HX6 9
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5. Solutions

(1 !

1. Vrai.
1

1 1 1\? 1
2. Faux. Cex: pour t — t—%,onaf fnde = [—(r——) ] =->0.
0 2 3 0 6

1
3. Faux. Cex : f constante égale a 1. La bonne formule est (changement de variable) f fndr =
0

1 2
Efo f(odt.

4. Faux. Cex: f: x— x+ 1. La bonne réponse est x — f(x).

5. Vrai, par le changement de variable u = %
6. Faux. La fonction est une primitive de x — x. On a |x|*> = x? pour tout x € R.
cos(ix— jx)+cos(ix+ jx)

2

7. Vrai. Utiliser la formule cos(ix) cos(jx) =

8. Vrai. En notant S,, la somme étudiée :

Zn: " flxkdx—f1 Zn: nx’C dx—f1(1+x)”dx
i=o\k)Jo Jo \izo\k Jo

par linéarité de I'intégrale et la formule du binéme.

3
9. Vrai car une primitive de x — xV'1 + x2 est x — % (1 + xz) Z,

10. Faux. On trouve par une IPP :

Lol 4(1+v2
0

1
f xvV1+xdx =
0 15

2X 140}
3

0
11. Faux:l'intégrale est nulle par imparité de x — x|x|.

12. Faux.OnaF=dogoud:x— f; e dret g : x— x%. Par le théoréme fondamental du calcul inté-
gral, ¢ est dérivable avec ¢': x — e, Ainsila composée F est dérivable et F': x — g’ (x)d'(g(x)),
ieF: x—2xe™".

13. Vrai. Effectuer (par exemple) une IPP dans I'intégrale en f'.

14. Faux: cex pour une fonction constante non nulle.

15. Faux. Pour un cex, il suffit de choisir g non nulle d’intégrale nulle et f = g. Par exemple, g: t —
t—1/2.

16. Vrai. Si Fy est une primitive de f (existence assurée par le corollaire du TF), alors les primitives de

f sontles Fy+ k pour ke R.Ona
1 1
fF:0<:> k:—f Fo
0 0

17. Faux. La fonction x — 1 + x3 est une primitive de x — 3x.

LLG € HX6 10
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18. Vrai. Si f est continue et impaire, alors les primitives de f sont les fonctions de la forme

X k+f f(ode
0

19. Faux. La fonction x — x est une primitive de x — 1.

20. Vrai. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

([rea] < () )

- On reconnait une somme de Riemann :

1 1
_z( [
n—+oo J a+1

n=\n

n

21. Faux. Un équivalent est

22. Vrai. Effectuer par exemple le changement de variable u = 1/t.

23. Vrai. Par une IPP:
: r ot nli 1 " 1
ffg=[fg]o—f fg =—f fg
0 0 0

24. Vrai. Poser u =mn/2—t, et u = sin(¢) dans 'intégrale en cos.

25. Vrai. On remarque que, pour x € [0,1],0on a
1<V1I+x"<1+x"

On conclut par croissance de 'intégrale que

1
1<f V1+x"
0

puis on applique le théoréme d’encadrement.
26. Faux.On a
2x 2x X
g(x) = f(nde= ; f(t)dt—f() f(ndr

X

donc g': x—2f(2x) — f(x).

27. Faux. On reconnait une somme de Riemann :

n-1 1 1n—1 1
kzoom+ﬁk Eg‘aﬂik
o
n_>+oof Y —ln 1+E)

28. Vrai.On a

n
= Z ae2ndy | = 2May
(=0

LLG € HX6 11
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29. Vrai. On a f et g dérivable parle TF et f' = g, g’ = f. Ainsi f” = f avec les conditions initiales
f(0) = f'(0) =0, donc f =0 (par unicité de la solution a un probleme de Cauchy).

30. Vrai. En élevant au carré et en développant par linéarité, cette inégalité est équivalente a ( fol f g)z <
(fo1 fz) (fol 82)-
31. Faux. La borne inférieure vaut zéro. Considérer fol f2 avec
Viel0,1], o= V1" +1-0"

Ona f f2——0.

n—+oo

Enseignements a tirer de cet exercice

= Attention au changement des bornes lors d'un changement de variable.

= Bien vérifier vos primitives en cas d'IPP.

= Au 15. (222?), I'inégalité correcte est ’ I f g| < max |f] /i |g|- Onla démontre par I'inégalité trian-
gulaire et croissance de I'intégrale :

f()lfg‘<f()llfgl<maXIf|fol|g|

(2

1. Le a. est vrai (effectuer une IPP). Le c. est vrai (par le changement de variable u = + 1).

1—cos(2x L du L du
2. Les a. et c. sont vrais. On utilise sin’(x) = # Leb.estfauxcarl= f > f .
2 -15—u 15+ u

3. Tout est vrai. Pour le a. : une primitive de x — v/1+ x est x — 2(1 + x)3/2/3. Le c. s'obtient par une
IPP. Le b. se démontre par croissance de l'intégrale.

4. Tout est vrai. Le théoreme fondamental du calcul intégral justifie le a. Par le changement de va-
riable u = V't + 1, on trouve par la relation de Chasles :

X rdt Vx+1 7 Vx+l
f =2 (uz—l)du:Zf (uz—l)du+2f (uz—l)du
0 r+1 1 Y1 | n
= constante
D'oit le . On peut en déduire b Ak N o
ol le c. On peut en déduire b. ou remarquer que = = - .
P q q Vi+l Vi+1l Vi+1l

5. Les a. et b. sont vrais : respectivement par IPP et le changement de variable u = In(t). Le c. est

faux : par croissance de 'intégrale, I,, est majoré par e — 1. On peut déduire du a. que I, " 0.
n—+oo
2n+1
6. Seuls a. et c. sont vrais. On remarque que ¢ — tan®"(t) (1 +tan? t) est la dérivée de ¢t — ta;‘nrrl L ou

LY
bien on pose u = tan . On remarque I, — 1,4+, = f04 f(®)dt avec f négative ne s’annulant qu’en 0.
Comme (I,,) ;>0 est positive décroissante, elle admet une limite réelle £. La relation b. permet de
conclure que ¢ = 0.

LLG € HX6 12
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10.
11.

12.

13.

14.

. Seul le b. est vrai. Remarquer que ¢(x) = F(x) — F(—x) ou F est une primitive de f.
Tout est vrai sauf b. On a bien-stirI-] = %- Onadt= duz et 1 +tan?(t) = le(t) pour tout t dans
[0, %] ainsi
I dr _du
cos(2t) 2cost—1 1-u?
1 _ 1
Comme — = GTiE) 2(1+u), on en déduit le a.

. Seul b. est vrai. En notant I I'intégrale de ’énoncé, on obtient en posant u=1/t¢:

2 (1 vz 1 du 2 1 1
1+§ arctan tdt = — (1+wu)arctan—— = — 1+ — |arctan —du
1 2 1

/2 u u? /2 u? u
2 2
L 1 T 1 3n
OnendéduitqueZI:f 1+—)du—— U—— =—-
1/2 2 u? 2 Ulyp 2

Seuls a. et b. sont vraies (c’estle TF). Cex pourlesc.etd.: f=-1et f =1.

Seuls a. et c. sont vrais. Le a. est vrai par linéarité de I'intégrale. Le b. est faux car T est a valeurs
dans I'’ensemble des fonctions s’annulant en 0. Comme T est linéaire, on s’intéresse a son noyau.
Soit f € KerT. On a T(f)(x) = 0 pour tout x € [0,1]. On a donc foxf = 0 pour tout x]0,1] donc
f(x) = 0 pour tout x €]0,1] en dérivant (TF). On en déduit que f = 0 par continuité de f en 0.
Ainsi, T est injective.

Tout est vrai, sauf c. et e. Pour a., b. et c. : voir le 2. Pour le d., il s’agit de la formule de Taylor avec
reste intégral. Posons g := L”(f). La fonction g est de classe € et vérifie g(0) =--- = gD (0) =0
etg" = f,dol
(k) X n-1 X n-1 n-1
g (0) o f (x—1) f ( —1) f (1— u)
nde ndt = d
Z Y ——— - fnde ETETE f@ —l flux)du

en posant tr = xu.

Tout est vrai sauf d. Le a. s’'obtient par le changement de variable ¢ = ux. Le b. vient d'une IPP :
Jo F = [XF(01} — [y xf(x)dx = B(1) — f; xf(x)dx. Pour x € [0,1], on pose ¢ : ¢ — x2f(£) + x(1 -

— xf(x1). Cette fonction est dérivable et ¢'(t) = x>(f'(t) — f'(tx)) < 0 pour tout ¢ € [0,1], par
décroissance de f. Comme ¢p(0) = 0, on en déduit le c. En intégrant selon ¢ a x fixé, on obtient
F(x) > x(1 — x) —F(1)x%. Puis, en intégrant par rapport a x, on trouve :

1
f F(x )dx>1+@
6 3

d’ ol fol xf(x)dx < -

Tout est vrai.

é+¥parleb.

e

= Pourtoutx e [X,1], 0< L& ¢ 2(‘/_) donc, par croissance de I'intégrale, 0 <1, < ?( 5 )"

= sin(x) Y

D’ou le c. par le théoreme d’encadrement.

= On écrit, pour tout n de IN,

n/2 n+2 /2 n 1 —sin? /2
s = f €08 "1 gy = f cos" (1 ~Sin"() gy~ f cos” (0 sin(x)dx
L n 1

/6 sin(x) /6 sin(x) /6
e n+1
2 1 (V3
=1+ |——cos" (0| =1,-——|—
" +1 (x) n " n+1l 2

LLG € HX6 13
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= Soit n € IN*. Par télescopage :

2k 2k
n n no1 \/§ | \/§
Lisi=Y L=y — 2] =Y = [22] =4 -y ——1
I 13 I 1 - ISP

=1 +00

2k
o 1 (V3 /2 cos(x) x
. Ainsi, E —|—=] =h= =l 2 =In2
par c. Ainsi k=12k( ) 1 fn/ﬁ sin(x) [n(smx)]g In

Enseignements a tirer de cet exercice

(3 o

1. On effectue une intégration par parties :

2 1 1,2 2
Xx-arctanx 1 X no1 x“+1-1 n o1 n o1
L =|——— ——f dx = ———f —dx:———[x—arctanx](l):———
2 o 2Jo x2+1 8 2 x2+1 8 2 4 2
2. Posons x =tant. Ona1+t2 dx d’ou
1 dx 1+ cos(2x x sin@x)]F m 1
Y P PR FORCLE) G
o l+tan?(x) Jo 2 4 |, 8

3. Soit ndans IN*. On a

1 W 1 1 n n n 1 n 1
I4:f|nu—1|:f (1—nu)du+fl(nu—l)du:;——+————1+—:—+——1
0 0 1

2n2 2 2n? n 2 n

4. Par une intégration par parties élémentaire :

1 2 LS 1 B
Iy =f tIn(1+0dr = t—ln(1+t) —f _r f= In2 M +DE-1)+1
0 o Jo 20+0) 2 3 201+ 1)
_In2 f -1 f _In2 [(t D’ ma+n]' 1
2(1+t) 2 |,71

5. Effectuons le changement de variable u = cos t dans I'intégrale I de 'énoncé :

I_fl - ln\/§+u 1 —Lln\/z-'-1
12-ut o |2v2 V2-u| | V2 V2-
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a-

Soit n € IN*. On obtient par une intégration par parties (les fonctions en jeu étant de classe ¢'!) :

1

| t ) f 2 dr 1 ) fl t2+1—1dt 1 ol — 1)
= | —— —-2n = —-2n = —-2n —

n+l (1+t2)n . 0 (1+t2)n+1 n2n+l1 0 (1+ tz)n+l n2n+l n n+1

d'oltJn41 = mzmr + 5t e

8 -

On effectue une intégration par parties :

m T (1+cos(2 1 (" 1 (™
f x(cosx)®dx = f x(M)dx = —f xdx — — xcos(2x)dx
0 0 2 2 0 2 0

2 : T 2
e 1 [xsin(2x 1" U
=——-= xsin@x) +—f sin(2x)dx = —
4 2 2 o 4Jo 4
T T Tl'2 T[2 T[2
On remarque ensuite que f x(sinx)?dx = f x(1 - cos? x)dx = ST aTT
0 0

Q-
X
On considere la fonction f: x — f V' 1+ t*dt. Soit x et t dans R . On obtient facilement, par exemple
0

en élevant chacun des membres au carré, que :

PE<VI+Hr <1+

On en déduit, par croissance de l'intégrale que :

X X X
f t?dr < f V1+t4de < f (1+£%)dt
0 0 0

.. 3 B 3 3 . 3
AinsiVx € R+, 5 < f(x) < 5 +x. Comme - + x ~ % en +oo, on a aussi f(x) ~ 3 en +oo.

X
3
5

1. Pour x€[0,1],0 <

1-x" . (1-x"
n! ¢S n!

e. On en déduit que :

1
e

0 (mr 1)

(1 _ x)l’l+1
(n+1)!

1 l—x”
0<In<ef ( ) dx=—e
0 n!

D’apres le théoreme d’encadrement, la suite (I,;) converge vers 0.

2. On effectue une intégration par parties :

(1_x)n+1 1 1 (1 _x)n 1
Tppp = | % f Yl =Ty ———
nil [ n+1)! © L+ o YT T
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3. Pour n € IN*, on obtient par télescopage :

n—-1 n—-1 1 no1
I—I = I —I = et J—
ohi= P Il = =Y
LN | no1 no]
CommeIO:e—l,e—In:1+kZE:Zﬁdoukzoﬁmeparlea.

B -

1. On a directement 1y = %, uy=In2etu; =7

2. SoitneIN.Onal—-u,= fol (1- ﬁ) dt = fol %dt. Comme 0 < lfrr;n < t" pour tout ¢ dans [0, 1],
on déduit de la croissance de I'intégrale que :

ogl—ungf—olt”dt:
n+1

On déduit du théoréme d’encadrement que u, — 1.
n—+o0o

3. Soit n € N*. Effectuons une intégration par parties :

1 n-1 1 1
fixm—dt: £><1n(1+t”)] —lf In(1+¢")dr
o n 1+ 7 0

n 0 n

In2 1 !

= ———f In(1+¢")dr
n nJo
4. On déduit des calculs menés aux deux questions précédentes que
In2 1 !
1-u, = ———f In(1+¢")dr
n nJo

1
n+1
In2 (1) In2
l1-up,=—+o0
n

On prouve comme au 1. que 0 < fol In(1+t"dr < fol t"dt = ainsi

—_ |~ —

n n

B -

1. Soit x dans [0, 1]. Notons M et M’ les points de la courbe représentative de f d’abscisses respec-
tives x et 1 — x. Comme

fO+f1-x) _ 1 ot x+1-x _ 1
2 2 2 2
M’ et M sont symétriques par rapport a au point Q (%, %) : celui-ci est un centre de symétrie de la
courbe représentative de f.

2. Par le changement de variable t =1 —x,onadf = —-dx et fol fA-x)dx = fol f(t)dt. Par linéarité de
I'intégrale, on a donc

1 1 1 1
zf f(t)dt:f f(x)dx—i—f f(l—x)dx:f dr =1
0 0 0 0
dott fy f(x)dx = L.
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o -

X 1 1
> Sixe[O,l],onaf(x):f (x—t)dt+f (t—x)dt:x2/2+(1—x)2/2:x2—x+§-
0 X

1 1
= Six <0, f(x):f (t—x)dt:—x+§-
0

! 1
0

o -

1. Onaly = 622_1 eth:#parle&

2. Soit n € N*. Posons u(x) :=In" x et v(x) = x*/2 pour x € R . Ces fonctions sont de classe €' et,
par la formule d’'intégration par parties :

2

21,11 e e

x“In" x n _ e n
—f —xIn" " xdx = — - =1,
1 J1 2

2

In:

2 2

3. On reprend les notations de la question précédente. Puisque uv’ est positive sur [1,e],onal, >0
pour tout n € IN* par positivité de I'intégrale. On déduit alors du b. que

62

n+1

VneN,0<1I, <

Ainsi I, —— 0 par le théoreme d’encadrement.
n—+oo

o -
1

1. Supposons que f f =0.Raisonnons par ’absurde en supposant que f ne s’annule pas sur I'inter-

0
valle [0, 1]. On déduit alors du théoréeme des valeurs intermédiaires que f garde un signe constant
sur [0,1] d’ou fol f>0o0u fol f <0, ce qui est absurde.

1 1
2. Supposons que f f= > On a alors fol g=0o0u g:x— f(x)—x (fonction continue en tant que
0

somme de fonctions continues). On déduit du a. que g s’annule sur [0, 1] et donc que f admet au
moins un point fixe sur [0, 1].

o -
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et croissance de I'intégrale, on a :

1 1 1 1
> > | 1de=1
firfe= [ Vs>
1 I
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1. Aprés développement de (x — )2 et par linéarité de I'intégrale :

b b b
t*g(t)ddt = x* —2xf

a

b
tg(t)dt+f tPg(ndt

a

b
q)(x):xzf g(t)dt—fo tg(t)dt+f
a a a

b 2 b b 2
= (x—f tg(t)dt) +f L‘zg(t)dt—(f tg(t)dt)
a a a

b b 2
Il est alors clair que ¢ admet un minimum valant f t*g(t)dt— ( f tg(1) dt) atteint en un unique
a

a
b

point xy de R valant xp = f tg(r)de.

a
X b
2. Notons, pour tout x € [a, b], Y (x) = f g(nde —f g(t)dt. La fonction y est continue sur [a, b]

(c’est la somme de deux primitives deala fonctionxcontinue g d’apres le théoréme fondamental
du calcul intégral). De plus, on a w(b) = —w(a) = 1. On déduit donc du théoreme des valeurs
intermédiaires |'existence de p € [a, b] tel que y(p) =0, ce qui achéve la preuve.

o -

Soit x € [0,1]. Comme f(0) = 0 et f’ continue, on a f(x) = f; f' d’ol par l'inégalité de Cauchy-

Schwarz :
X N2 1 N2
|f<x)|<\/f0 (r) <\/f0 ()

car [y (f)2 - [X(FY% = [H(f)2 =0

Commentaire

Dans cet exercice (et les suivants), on devine que I'inégalité de Cauchy-Schwarz sera utile.
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