Représentation matricielle des applications linéaires

Il faut s’entrainer aux incessants allers-retours entre les points de vue géométrique
et numérique.
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1. Quizz

o (@XO) Vrai ou faux ? f

1. Il existe une base de .#},(R) formée de matrices de rang 1; 2. Une matrice nilpotente appartient a 7, " ().
3. Pour tout projecteur p de R", il existe une base 4 telle que matg(p) =J;;
4. V(A B) € #32(R) x #>3(R), AB n'est pas inversible; 5. V(A,B) € .45 3(R) x .#32(R), AB n'est pas inversible;
6. GL,(K) estun sevde .#,(K); 7.Pour (A B)e.#,(K), ABeGL,(K) < (A,B) € GL, (K)2.
8. Lamatrice dans une base d'une symétrie est symétrique; 9. VM e .#Z,(K), igM<1 < IX, V)€ (]K”)Z, M=XY';
10. Y(i,j, k0 €[, nl*, B jEre=8¢Eix; 11.YAM) € K x.2,(K), (3X#0, MX=AX) <> rg(M-Al,) < n;
12 Pour A€ .#, (), si P € IK[X] tel que P(0) # 0 et P(A) = 0, alors A est inversible;
13. Lespace des M € ., (R) de trace nulle est de dimension 7;
14. Lapplication u: K” — K" estlinéaire <= 3A€.#,,,K), u:X— AX;
15. Pourtout/€ £(R"),onatr f=rgf; 16. Sisestune symétrie de R", alors trse [-n,nl;
17. VX e #,(K),X et X" ontle méme noyau; 18. VXe .#,(K), X estnilpotente < XT est nilpotente.

(X QCM sur les matrices f

. , . . AN 01
1. Soit f 'endomorphisme de R? canoniquement associé a A = (8 Q )

2
1
1

a. festunprojecteurde R®;  2.rgf=2; 3. Kerf etIm f sont supplémentaires dans R?;

4. Ker f? et Im f? sont supplémentaires dans R3;

abc
2. Soit # = (e1, 2, e3) base de R® et u € .2 (R?) tel que mat» (w) =T ol T:= (83;).

a. Pour A€ R* et #) = (\ej,Aez, Ae3), maty (1) =T; 2. Pour \e R* et %) = (e1,Aez,A\%e3), mat g, (1) =T;

cba cba
b. Pour &' = (e3, e;,e1), on a mat g (u) = (/g g 8); 4. Pour " = (e1 + ez, e3 — €2, e1), on a mat g (1) = (; g 8).

3. Soit u € Z(E) de rang r o1 E est un K-ev de dimension n.

a. Si S est supplémentaire de Ker # dans E, T un supplémentaire de Im u dans E, Z est une base adaptée a E =
SeKer u et ¢ est une base adaptée aE=Im ua T alors

A0
JA e GL, (K), matg ¢ (1) = ( 0 0)

b. Il existe une base & telle que maty (1) =J;

4. Soit (A,B) € 4, (R).

a. 3Pe GL,(R), A=PB < KerA=KerB; 2.3PeGL,(R), A=BP < rgA=1gB;

3. BPeGL,(R), A=BP < ImA=ImB; 4.3(PQ)eGL,(R)% A=QBP <= rgA=rgB.
5. Soit u € . (R3) nilpotent. On pose N; = (§§é) et Ngz(géz).

a. Sirgu =1, alors il existe une base % de R3 telle que mat (1) = Ny ;

b. Sirgu =2, alors il existe une base 4 de R3 telle que matg (1) = Ny;

c. Il existe une base % de R? telle que mat (1) € {N;,Nz }.
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2. Exercices élémentaires

o® Polynémes

Soit E = Ry [X] et A = a + bX + cX? un élément de E. On définit 'application f par VP € E, f(P) = (AP)".
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. Donner la matrice M de f dans la base canonique de E.
3. Déterminer une condition sur A pour que f soit bijective.

4. Onpose A =X?+ 1. Déterminer M~! et M" pour tout 7 € IN dans ce cas.

o 0® Un endomorphisme nilpotent

Soit f:R3[X]3P—PX+2)+PX)-2PX+1).
1. Montrer que P est un endomorphisme de R3[X].

2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3[X]. En déduire Ker f et Im f.

a o® Une projection

z
Soit P le plan de R? d’équation x + y + z = 0 et D la droite d’équation x = % k.

1. Vérifier que R® =P D.
2. Soit p la projection sur P parallélement 2 D. Donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

3. Déterminer une base de R® dans laquelle la matrice de p est diagonale.

a O® Sans calculs
0200

Soit A = (‘11 39 _22). Déterminer sans calcul des bases de Ker A et Im A.
0000

X Permutation des vecteurs de base

~0

Soit Z = (e1, ez, e3) une base de R3 et u € Z (IR?) tel que mat » (u) = (

o A

b
e .
ni

Déterminer la matrice de u dans la base %' := (e, e3, e1).

a (X Matrice d’'un endomorphisme

Dans le R-espace vectoriel €°(IR,R), on pose 4 = (cos, sin, cosh, sinh) et V = Vect 4.
1. Justifier que V est un R-espace vectoriel de dimension quatre.
2. Vérifier que la dérivation induit sur V un endomorphisme. On le notera 8.
3. Calculer M = mat 4 (0).

4. Justifier que 8 est un automorphisme de V. En déduire sans calcul I’existence et 'expression de M~!.
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a O® Puissances entiéres

Soit A = (é —(1]2 —29). Calculer (A —1I3)? puis en déduire les valeurs de A” pour n € Z.

10 KeXO] Espaces de polynémes

Soit E = Ry [X] et f 'application défine sur I'espace E par f(P) =P +P’.
1. Prouver que f est un endomorphisme de E.
2. On note %, la base canonique de E. Déterminer la matrice M = matggz, (f).
3. Etablir que f est un automorphisme de E et calculer M~!.

4. En déduire la solution Pde P+ P’ =X2 + X + 1.

11 [XO} Matrice d’un projecteur

Soit Z = (e, e2) la base canonique de R? et f la projection sur Vect(e;) parallélement a Vect(e; + ey).
1. Déterminer M = mat gz (f).
2. Méme question avec matg 4 (f) ol P’ estlabase (e; — e, —2¢1 + 3e,) de R2.

3. Méme question avec mat g (f).

12 KXo} Un changement de base f

Soit P la matrice de passage de % = (X*) ., de R, [X] alabase #' = (X~ 1)¥), (< - Expliciter P et P~

oO® Un calcul de rang f
0 a a ... an
a; 0 .. .. 0
Soit (a, az,...,a,) ER"etA:=| a : ¢ |. Discuter le rang de A et de A? en fonction des a;.
an 0 . 0
14 (XS Etude d’'un isomorphisme f

Soitne N* et f: .#,(R) — .#,(R) définie par M — f(M) =M + (tr M)1,,.
Prouver que f est un isomorphisme et calculer son inverse.

m O® Diagonalisation d’une symétrie f

Soit s: R® — R3, (x,7,2) — (5x+6y+62,—2x -3y —2z,-2x — 2y — 3z) et 4 la base canonique de R3.
1. Déterminer M := mat g (s).

2. Justifier que s est une symétrie de R3.

100
3. En déduire I'existence d’'une matrice Q € GL3(RR) telle que M = Q~'DQ o1 D := (8 —01 01).
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16 [9XO] Diagonalisation d’un projecteur et d’une symétrie f

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, notée n.
1. Soit p un projecteur de E, peut-on trouver une base dans laquelle la matrice de p est diagonale ?

2. Méme question pour une symétrie (on rappellera au passage la définition d’'une symétrie de E).

3. Exercices classiques plus techniques

17 LK Formule a trois bases f

Soit E un KK-ev de dimension finie, %, %, et %3 trois bases de E. Pour (i, j) € [1,3]%, on note P; j la matrice %; a %;.
Exprimer P; 3 en fonction de P; » et P, 3.

m O® Le commutant d’'une matrice f

Soit A = ( iz ) et @a de .#>(R) dans .#>(RR) définie par @A : M — AM — MA.
1. Prouver que @, est un endomorphisme de .#5(R).
2. Déterminer le noyau et I'image de @a.

3. En déduire que le commutant de A, ie I'ensemble des matrices de .#>(IR) qui commutent avec A, est un sous-espace
vectoriel de .#3(IR) dont on donnera une base.

m O® Produits hétérogéne f

Soit A€ %43 R)etBe %&4 (R).
1. Démontrer que AB n’est pas inversible.
2. Qu'enest-ilde BA?

0® Espace vectoriel engendré par le groupe linéaire f

1. Montrer que, pour tout (i, j) € [1,n]", I, + E; ; estinversible.

2. En déduire que VectGL,(K) = .#, (K).

21 [XS Une réduction f

Soit E un IK-ev de dimension finie, u € . (E). On suppose que 3(A, p) € IK?, A # p tels que (1 — Aidg) o (1 — pidg) = 0.
1. Montrer que E = Ker(u — Aidg) @ Ker (¢ — pidg).

2. Montrer que I'existence d'une base de E ol11a matrice de u est diagonale.

22 [eXO} Equation u? = —idg f

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2 et u € .#(E) un endomorphisme tel que u? = —idg.

Montrer qu'il existe une base % de E telle que mat 5 (1) = (9 ).
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23 XS FEtude d’'un endomorphisme de R, [X] f

On note E = R, [X] o n > 3, pour P € E, on pose ¢(P) := (X—1)P’ +P"(0).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Donner la matrice M de ¢ dans la base canonique de E.
3. Déterminer Ker ¢ et rg .
4. En déduire que Im¢ ={Qe€E; Q(0) +Q'(0) = 0}.

LLG ¥ HX6 6
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4. Indications

(1 )

N’hésitez pas a considérer des matrices de aille deux afin de se forger une intuition.

(2 )

1l est recommandé d’avoir traité les exercices de AN 12 avant d’aborder ce QCM.

(3 )

On trouve M™! = (

[ 4 )

S’aider de la base canonique au 3.

(5 )

Pour X € R3, rechercher I'unique A € R tel que X —Au € P.

0 -

Chercher des relations de liaisons sur les colonnes de A.

7 )

Revenir a la définition de la matrice de u dans une base.

0-
On trouve M = mat 2 (d) = (

B -

On trouve que (A—13)? = 0.

[ 10 Jo)

Tout traiter matriciellement.

(11 )

On peut calculer la matrice de passage de % a %' mais ce n’est pas indispensable.

[ 12 o)

Utiliser la formule du binéme.

o O NI
o o= O
. |

IS ) -
~—~

colo
coor
—ocoo
o~oco
>
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(13 )

On pourra poser 0 := a> + - -+ + a2

ne

[ 14 S

Look at the kernel of f or be smart.

(15 o)

Pour une symétrie s, on a R3 =Ker(s+ idgs) @ Ker(s —idRs).

(16 &)

Exploiter les décompositions E = Im p @ Ker p et E = Ker (s — idg) @ Ker (s +idg).

17 )

Revenir par exemple a la définition : mat 4 (%) = mat g 5 (idg).

[ 15 2

Travaillez dans la base canonique de .#> (R). Traiter toutes les questions matriciellement.

[ 19 2

Intéressez-vous au rang de AB (le comparer a ceux de A et B).

[ 20 o)

Au 2., il suffit de montrer que VectGL,, (IK) contient une base de .#, (IK).

(21 o)

Effectuer une analyse-synthese au 1.

[ 22 o)

Commencez par une analyse.

[ 23 o)

Quelle st la dimension de {Q € E; Q(0) +Q'(0) =0},

LLG ¥ HX6
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N e R W N

10.
11.
12.

13.
14.

15.
16.

17.

18.

1.

2.

5. Solutions

pd)

. Vrai. La base canonique convient.
. Faux. Cex(} j)

. Vrai. Il suffit de choisir une base adaptée a E = Im p & Ker p.

Vrai. On arg AB <rgA <2 et AB e .Z3(R) donc AB est non inversible.

. Faux. CexA=BT = ((1) 9 8).
. Faux. GL,(IK) n’est pas stable par 'addition : I, — I, ¢ GL, (K).

. Vrai. Un produit de matrices inversibles est inversible. REciproquement, si AB est inversible, comme rg AB = n <rgA

on argA = n. De méme pour B. Ainsi, A et B sont inversibles.

. Faux. Cex S = (’01 1) vérifie S? = I, mais n’est pas symétrique.

. Vrai. Si M = XY, alors ImM c VectX donc rgM < 1. Supposons rgM = 1. Soit X € R” tel que ImM = VectX. Pour

i € [1,n], la i-eme colonne de M est de la forme y;X. En posant Y I'élément de R” de composantes y,...,y,, on a
doncM=XY".SiM =0, pourX=Y =0, onabien M=XY".

Faux. La relation correcte est V(i, j, k,€) € [1, nl?, E; jEre= 8j‘kEi,g.
Vrai. Lexistence X non nul tel que MX = AX est équivalente a Ker(M — Al # {0}, c’est-a-dire rg(M — Al,;) < n.

Vrai. Ecrivons P(X) = pg + XQ(X) avec Q polynéme et py # 0. On a pol, = —AQ(A) donc A est inversible d’inverse
-py' QMA).
Faux. Ce sev est le noyau de f:X € .4, (K) — trX € K qui est de rang 1 donc son noyau est de dimension n? — 1.

Vrai. Si u : IKP — K" est linéaire, alors u est 'endomorphisme canoniquement associé a sa matrice dans les bases
canoniques de IK” et IK". La réciproque est évidente.

Faux. Cex : I'endomorphisme canoniquement associé a ((1) b.

Vrai. En notant %4 une base adaptée a R” = Ker (s —idg) @ Ker(s +idg) on a

I, 0
mat(s) =
0 -Ig4

donctr(s)=p-qel-n,nlcarp+q=n.

Faux. CexX = (% j)

Vrai car Vk e IN, (AT)" = (AT)*,

)

Seuls b. et d. sont vrais. Notons (e, 2, e3) la base canonique de R3.

a. Ona f2 # fcar A2 ZA.

b. Limage de A est engendrée par ses deux dernieres colonnes qui ne sont pas colinéaires donc rg f =rgA = 2.

c. Onae; € Ker(f) nIm(f) donc Ker(f) + Im(f) n’est pas directe.

d. Onvérifie que Ker (f2) = Vect (e, e2) et Im (f2) = Vect(3e; +ex+e3) donc ces deux sev de R® sont supplémentaires.
Seul a. est vrai.

a. Onamatg, (f) =P 'maty(f)P=TcarP=Al,etP~' =A"'1,.

LLG ¥ HX6 9
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Ab \?
b. Onamatﬂ)\(f)zpflmatgg(f)ljz § 61 )\fec carP:Diag(l,)\,Az) etP’I:Diag(l,)\fl,)VZ).
00
C. Onamat@/(f):Pflmatt@(f)P: ];do carP= 8?(1)]:P_1
cbha 100
da —d+e+f O
d. Onamatg (f) =P 'matz(f)P = 0 0|carP= [i—(l)lé] etP= %_(1)1 jl]

3. Seul a est vrai.

a. Le a. est vrai. Par le théoreme du rang, z induit sur S un isomorphisme sur son image, la matrice A est celle de
Im(u)

I'isomorphisme ulS
b. Le b. est faux car équivaut a u est un projecteur.
4. Seuls a., c. et d. sont vrais.

a. Nous abordons uniquement le sens non trivial de I'implication. Notons a et b les endomorphismes canonique-
ment associés a A et B. Soit m leur rang commun, (ey,...,e;) une base d'un supplémentaire de Ker b = Ker q,
(e/l, ...,e;l_m) et (f1,..., fn—m) des bases d'un supplémentaire de Im a et d'un supplémentaire de Im b. On sait
alors que (b(ey), ..., b(ey)) est une base de Im b. Soit u 'unique endomorphisme de R défini par u(b(e;)) = al(e;)
pourl<i<metu(f;) = e;. pour 1 < i< n—m.On a que u est bijectif (car envoie Im b sur Im a bijectivement et
envoie un supplémentaire de Im b sur un supplémentaire de Im a bijectivement) et vérifie a = uo b.

b. PourA=[48] etB=[89],rgA=rgB=1mais ImA#ImB donc AP € GL, (R), A =BP.

C

Nous abordons uniquement le sens non trivial de I'implication. Notons a et b les endomorphismes canonique-
ment associés a A et B. Soit m leur rang commun, (ey,..., e;;) une base d'un supplémentaire de Ker a, (e/l, e e;n)
une base d'un supplémentaire de Ker b telle que a(e;) = Ia(e:.) (ceci est possible car Im a = Im b), (f1,-.., fu-m)
et (f{,..., fn_m) des bases de Ker a et Ker b. Soit u I'unique endomorphisme de R” défini par u(e;) = e;. pour
1<i<metu(f;) = f/ pour 1 < i< n-m.Onaque u est bijectif (car envoie bijectivement un supplémentaire de
Ker a sur un supplémentaire de Ker b et envoie bijectivement Ker a sur Ker b) et vérifie a = bo u.

d. La multiplication par une matrice inversible conserve le rang et, pour la réciproque : par algorithme de Gauss-
Jordan, A =PJ,Q avec P, Q inversible et r = rgA.

5. Seuls a. et c. sont vrais.

a. Supposons u de rang 1. Alors u? = 0 (rg u? < rg u sinon toutes les puissances suivantes de u seraient de rang 1).
Comme Im u c Ker u, il existe une base du noyau de u de la forme (u(e}), e2). Comme e; ¢ Ker u, Z = (u(ey), ez, e1)
est une base de R? et mat 4 (1) = Nj.

b. Supposons u de rang 2. Alors Im u ¢ Ker u donc u? # 0 et fixons x € R® \ Ker u?. On vérifie que & = (u?(x), u(x), x)
est une base de E et mat 4z (1) = N».

c. Ilmanque le cas u =0 (le cas u inversible est ici impossible par nilpotence de u).

Enseignements a tirer de cet exercice

=> Au 3., on peut modifier le b. de la sorte : en notant (e, ..., e;) les premiers vecteurs de %, et en choisissant " base
adaptée aE = Im(u)®T de premiers vecteurs u(e;),..., u(e;) (c'estle théoréeme de rang qui justifie que c’est possible),
on amatg 4 (u) =J;.

=» On peutaborder le 5. par analyse-synthese : si une telle base (e, e2, e3) existe (cas de Ny), alors u(e;) =0, u(ez) = e; et
u(e3) = e;. On a donc (eq, e2,e3) = (uz(eg), u(es), eg). La réciproque étant claire, il s’agit de prouver I'existence d'une
base de cette forme.

(3 i

1. Comme A,P € R, [X], deg(AP) < 4. Ainsi deg(AP)"” < 2i.e. f(P) €E.

2¢ 2b 2a
0 0 12¢)

2. f(1)=2¢, fX)=2b+6cX, f(X?) =2a+6bX+12cX?. Ainsi M = ( 0 6¢ 6b

LLG € HX6 10
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3. detM = 144c3. Ainsi M est inversible si et seulement si c # 0i.e. degA = 2.

. 20 2 . . . , . .
4. Onaalorsa=1,b=0etc=0.Ainsi M = (8 60 ) On sait que les coefficients diagonaux d'un produit de matrice

triangulaire sont les produits des coefficients diagonaux. De plus, on voit sur quelques exemples que les coefficients
de la surdiagonale de M sont nuls. On est donc amené a formuler 'hypothese de recurrence HR(n) suivante M" =

"0 ap . . .
( 06" 0 ) HR(0) est évidemment vraie. On suppose HR(#) pour un certain n € IN. M"*! = M. M. Comm M" et M
0 0 12"

sont triangulaires supérieures, M"*! est triangulaire supérieure et les coefficients diagonaux de M"*! sont

et 12"*1, On s’apercoit également que les coefficients de la surdiagonale de M"*! sont nuls. M"**! est bien de la forme

annoncé et on obtient en plus, a,.1 = 2"*! + 12a, = 2a,, + 2.12". Ainsi a,, = 12"5_2" . Apres tout calcul, on trouve

2n+1 6n+1
’

M=

S O NI

(4 )

1. Les applications P — P(X + a) pour a € R sont linéaires. Donc f est bien linéaire comme somme d’applications li-
néaires. De plus, degP(X + a) = deg(P) pour a € R. Donc deg f(P) < max(deg PX+1),degPX - 1),degP) = degP.
Ainsi f est un endomorphisme de R3[X].

2. Des calculs élémentaires aboutissent a :

f=o FEXH=X+22+X*-2X+1)?=2
fFX)=X+2)+X-2X+1)=0 FXH=X+22+X3-2X+1)°=6X+6
0026
La matrice de f dans la base canonique est donc A = (8 89 8). 1 est alors clair que Ker f = Im f = Vect(1,X).
0000

3. Aidons nous de la matrice de f. On remarque que

X2 x: x?
D=fX)=0 , fl=—|=1, fl=-=|=X
f=1X f(z) f(6 2)
x2 x3 x?

La famille 28 := | 1,X, >'e 2 estlibre (car de degré échelonnés). Puisqu’elle comporte 4 vecteurs et dim R3[X] =
4, c’est une base de R3[X]. On a bien

0010

mats ()= (3001
0000

Généralisation

On peut en fait montrer que pour tout endomorphisme f d'un espace vectoriel de dimension 27 tel que Ker f = Im f,
il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est ($}4).

(5

1. OnadimP = 2 et D = Vectu avec u = (1,2,3) " donc dimD = 1, ainsi dim R3 = dim P + dim D. Comme u ¢ P, D et P
sont en somme directe. D'out R3 =P & D.

2. Soit X:=(x,),2) . Parle 1. il existe A € R tel que X— Au € P,ie. (x—A,y—2\,z—3N)" €eP.Onadonc x+y+z=6A
d’ ol

+y+ +y+ +y+z37T 1
p(X):(x—x g Z,y—Zx 2;/ Z,z—3x g Z) :6(5x—y—z,—2x+4y—22,—3x—3y+3z)T

. . 5 -1-1
La matrice dans la base canonique de R® de p vaut donc % (—g 1 —32).
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3. La matrice de p est diagonale dans toute base adaptée a la décomposition R® = P @ D, par exemple dans la base
(a,b,u)oua=1,-1,00etb=(1,0,-1).

0 -

Notons C;, Cy, C3 et Cy4 les colonnes de mat g (f).

=» On remarque que C3 = 0, C4 = —2C; et (C1,Cy) est libre. On en déduit que f est de rang 2 et que (f(el),f(ez)) =
(—ez +e3,2e1) estune base de Im f.

=» Par les relations de liaisons données ci-dessus, on sait que les vecteurs e3 et 2e; + e, appartiennent a Ker f. Comme ils
ne sont pas colinéaires et que dim Ker f = 2 par le théoréme du rang, ils forment une base de Ker f.

7 )

efd
On amatg (1) = (h i g).
b

3 )

1. Il s’agit de montrer que 4 est libre. Soit (a, b, ¢,d) € R* tel que acos+bsin+ccosh +dsinh = 0. En évaluant en 0, on
trouve a + ¢ = 0. En dérivant deux fois puis en évaluant en 0, on obtient —a + ¢ = 0. Ainsi a = ¢ = 0. En dérivant une
fois, puis trois fois, on obtient apres évaluationen0: b+d =0et—-b+d =0;d ot b =d = 0. Ainsi, Z est libre.

2. Comme sin’ = cos, cos’' = —sin, sinh’ = cosh, cosh’ = sinh et la dérivation est linéaire, V est stable par la dérivation.

0100
3. Parla question précédente M = mat  (5) = (‘01 99 (1))

0010
4. Les colonnes de M étant clairement libres, M est inversible : § est donc un automorphisme de V. Les calculs du 1.b.
permettent de conclure directement que

1 1 0-100
M = a7 = (4 0 40)
0010

B -

= Ontrouve que (A—1I3)?>=0

= Enposant N:=A—-1I3, onadonc A=13+N ol N2 = 0. Comme N et I3 commutent, on déduit de la formule du binéme
que
n

. N¥ =1,+nN = (1-n)l; +nA

n
vnelN, A" = )
k=0
Comme N? =0, on a (I3 — nN) (I3 + nN) = I3 et A” est inversible et A™" =1,, — nN = (1 + n)I5 — nA. Ainsi, Vn € Z, A" =
(1-n)I,, + nA.

Commentaire

Plus généralement, pour N € .#,(R) nilpotente, I, — N est inversible et (I, —N)™! = ¥ ,’;;é Nk,

[ 10 Jo)

1. Soit P € R;[X]. Puisque P’ est alors de degré au plus un, f(P) est de degré au plus deux donc appartient a R, [X].
Lapplication f est clairement linéaire par linéarité de la dérivation sur R, [X] : on a bien f € LR, [X]).
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2. Ona clairement f(1) =1, f(X) =1+X et f(X?) = 2X+X. Ainsi, M = éi% )

3. Lamatrice M étant clairement de rang 3, f est un automorphisme de E. Inversons M par la méthode du pivot :

110100 11010 0 1001-1 2
012010 |~| 01001-2 ~1 01001 -2
001001 001 0 0 1 00100 1

_ 1-12
par les opérations Ly — Ly —2L3 puis L; < L — L. Ainsi M est inversible et M 1= ( 8 (1) —12 )

4. Notons U le vecteur colonne des coordonnées du polynome P = f~!(1+X+X?) dans la base canonique de E. Puisque
le vecteur colonne des coordonnées de 1 + X + X2 dans la base canonique de E est V = (1, 1,L)T,onaU=M"71v,
cest-a-dire U= (2,-1,1)" etdoncP =2 - X+ X2,

(11 )

1. Comme f(e;) = e; et f(ez+e1) =0,0na f(ez) =—f(e;) = —e; d’oi1la matrice M = mat z (f) = (é ’01).

2. Parlel.,ona f(e; —e2) = f(e1) — f(e2) =2e; et f(—2e; +3e3) =—2f(e1) +3f(e2) = —5e; d’ou1la matrice matz 4z (f) =
(57)
00/

3. Comme la matrice de passage de % a #' vaut P = (}1 ‘32), onaP~!= (*i’ %) et

mat g (f) =P~ 'MP = (g —_155)

(12 o)

On numérotera exceptionnellement les colonnes et les lignes a partir de 0.

k 1 . .
= Comme X-1f=}Y" (?)(—1)“){“, onaP= ((;)(—1)”)
0<i

£=0 <ij<n

. .
X-1)°, onaPlz((],)) .
Hogi,j<n

k
= CommeXf=X-1+1F=}) p

=0

(13 o)

Notons L= [ay, ap,...,a,] € #1,,(R) eta:= a% +-+ a%. Par un calcul (par exemple par blocs), on obtient que

0 |L 2 gl O
A= et A°=
LT|o 0(LTL

Les n derniéres colonnes de A étant deux a deux colinéaires, on a dans tous les cas que rg A < 2.
=» Cas1:Vie[l,n], a; =0.Dans ce cas, on a clairement rgA = rgA2 =0.

=» Cas2:3i€[l,n], a; #0.Dans ce cas, la premieére colonne et la colonne n° i + 1 de A sont non colinéaires donc rgA = 2.
De plus, o # 0 (car les a; sont réels) et rgLL" = 1. On en déduit que rgA? = 2 (la premiére colonne de A% n’est pas
combinaison linéaires des autres).

o-

=> Prouvons que f est linéaire. Pour (M, N) € .Z/ n(IR)Z etAelR:

FM+AN) =M+ AN+tr(M+ AN)I,, =M+ AN+ tr (M), + Atr (N)I,,
=M+tMI, + A\ M+Atr(N)I, = fFM) + A f(N)
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=> Puisque f est linéaire et que .#,(R) est de dimension finie, il suffit de prouver que f est surjective. Soit N € .Z,(R).
Une matrice M est un antécédent par f de N si et seulement si M + tr(M)1,, = N. Si un tel M existe, on a nécessairement
trM+trMMI,) =tr(N), ie (n+ 1D trM) = tr(N), douM =N-tr(M)I,, =N — tﬁ\{) I,,. On vérifie alors que cette formule
fourni un antécédent de N par f :

tr(N) tr(N) tr(N) tr(N) ntr(N)
fIN- I,|=N- I,+tr(N— ——=I)I,,=N- +tr(N)I,, —
n+1 n+1 n+l n+l1 +1

I,=N

[ 15 2
566)

1. On a directement par la définition de la matrice d'une application linéaire dans une base que M = (—% -3 2.

w

2. Comme M? =13, on a s* = ids donc s est une symétrie de R3.

3. Puisque s est une symétrie que R?, on a R? = Ker(s — idys) ® Ker (s + idgs3).
=» Le sev Ker(s—idps) est]’ensemble des solutions du systéme linéaire homogene de matrice

4 6 6
M-Iz3=|-2-4-2
—-2-2-4

Apres tout calcul, on trouve que Ker (s —idgs) = Vect(u;) olt ug :=(-3,1,1).

=» Le sev Ker(s+idps) est]’ensemble des solutions du systéme linéaire homogeéne de matrice

donc d’équation x + y + z = 0. Ainsi Ker (s + idgs) = Vect(uz, u3) ot up :=(1,-1,0) et uz = (0,1,-1).
La famille %' := (u1, uy, u3) est une base de R3 adaptée a la décomposition en somme de noyaux mise en évidence
ci-dessus. On a clairement mat g (s) = D et donc M = Q" 'DQ ot1 Q est la matrice de passage de %' a 4.

Commentaire

La démarche est ici naturelle : trouver Q inversible telle que M = Q~'DQ revient a trouver une base de R? dans la quelle
la matrice de s est D. Il est clair que s admet pour matrice D dans une base si et seulement si celle-ci est adaptée a
la décomposition en somme de noyaux donnée ci-dessus (laquelle a été démontrée dans le cours sur les applications
linéaires).

(16 JKS)

1. Soit £ une base de E adaptée a la décomposition E =Im p & Ker p. On a matz(p) = IO’ 8

2. Soit s une symétrie de E et # une base de E adaptée a la décomposition E = Ker(s—idg) ®Ker(s+idg). On a matg(s) =

[I(’)” In(jm] ou m:=dimKer (s —idg).

(17 I

On donne deux solutions d’esprits différents.

Jour:=rgp.

= En utilisant que la matrice de passage de % a %' est mat g (idg). On commence par un petit diagramme afin d’y
voir plus clair :

_ id
E,.-%] i> E,!%g

2,1
P3,2 idE
idg P31

E, %3

On déduit de la relation idg = idg oidg que P3; =P3 2P ;.

LLG € HX6 14



2025-2026 Laurent Kaczmarek

=> Une version avec coordonnées. Soit x un vecteur de E. On note X; ses coordonnées dans la base %;. On a X, = P, ;X
et X3 = P3»X> ainsi X3 = P3 2P 1 X;. Comme cela est vrai Vx € E,onaP3; =P3,P5 ;.

(15 o)

1. Soit M,N €.#,(RR) et A € R. D’apres la structure d’algebre de .5 (R),

@AM +AN) = AAM +N) = A(AM) + AN = AAM + AN = Apa(M) + pa(N)

ainsi 4 est un endomorphisme de .75 (R).

2. = OnaM=(17]eKerga <= o = (252, %5, %") = 0,iez-y = 2x+3z-2¢ = 0.

. _3
Les éléments du noyau de ¢ sont donc les matrices de la forme M = ( t 2 z ?)

=» D’apres le théoreme du rang, I'image de ¢4 est de dimension 2. Puisque qu’elle est engendrée par I'image de la
base canonique de .#>(R) et que @a(E1,1) = (g ’02) et pa(Eyp) = (’02 ’23) forment une famille libre, c’est une base
de Im 4.

3. Le commutant de A est égal au noyau de @, : Ker g, = Vect (((1) (1)), (‘1% 1))

[ 19 J»

1. Comme rg AB < rgA < 3 (le rang de A vaut celui de ses lignes) et AB € .#4(IR), AB n’est pas inversible.

2. La matrice BA peut étre inversible : pour A = (Ig) et B= (13 0), onaBA=1s.

[ 20 Jo)

1. La matrice I, + E; ; est triangulaire supérieure sans zéro sur la diagonale donc elle est inversible.

2. Pourtout (i, j) € [1, nj?, E; j =1, +E; ;-1 € VectGL, (R) donc VectGL, (R) = M (R) car contient la base canonique.

[ 21 )

1. = ANALYSE. Soit x € E. Supposons que x € Ker(u — Aidg) ® Ker (u — pidg). il existe alors (a, b) € E? tel que x = a+ b,
u(a) = Aa et u(b) = ub. En particulier x = a+ b et u(x) = Aa+ pb par linéarité de u.
En résolvant ces deux équations d’inconnues a et b, on en déduit que a = ”(;f):p“x eth= ”(ﬁ):)\)‘x-

Ceci démontre que la somme des deux noyaux est directe.

=> SYNTHESE. Soit x € E. Posons a := %}”x eth:= %}\M

On abien a+ b = x. De plus, (u— Aidg)(a) = ("_MdE);(_ui:“ldE)(x) =0. Ainsi a € Ker (1 — Aidg).

On démontre de méme que b € Ker (u — pidg) en remarquant que u — Aidg et u — pidg commutent.

On a donc E = Ker(u — Aidg) @ Ker (v — pidg).

Commentaire

La démonstration ci-dessus est en fait valable méme si E est de dimension infinie. E dimension finie, on peut aussi
remarquer que les deux noyaux sont supplémentaires et déduire de I'inclusion Im (z — pidg) < Ker(u — Aidg) et du
théoreme du rang que la somme des dimensions des deux noyaux est supérieure ou égale a dim E. On déduit de
ces deux propriétés que les deux noyaux sont supplémentaires dans E.
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2. En notant % une base adaptée a la décomposition de E démontrée au a., on a

maty (%) = [)\(I)” H(I)q] ol p =dimKer(u—Aidg) et g =dimKer(u — pidg)

[ 22 o)

Une analyse nous conduit a rechercher une base de la forme (x, u(x)). Soit x € E non nul. Montrons que (x, u(x)) est libre.
Raisonnons par I'absurde en supposant qu'il existe A € R tel que u(x) = Ax. On a alors —x = u?(x) = A%x, d’ott A2 = -1, ce
qui est absurde car A € R. La famille 2 := (x, u(x)) est donc une base de E. On en déduit que mat () = (9 ).

[ 23 o)

1. Soit PQ)eE%etAeR.Ona

GP+AQ =X-DP+AQ'+P+AQ)"(0) = X-1)(P +AQ") + (P"+AQ")(0)
=X-DP +AQ"N+P"0)+AQ"(0)= X-1)P'+P"(0) + \(X-1)Q' + Q" (0))
=oP)+Ad(Q)

Comme deg P’ < degP, on a deg p(P) < degP = n d’ot1 ¢p(P) € E. Ainsi ¢ est un endomorphisme de E.
2. Onad(1) =0, pX) =X, p(X?) = X - 1)2X+2 =2X% - 2X + 2 et p(X¥) = X — )kX 1 = kX* — kX*~1 pour k >3 d’oix

0-12 0 ...... 0

01-20
A=matg(d)=|0 0 2 L0
-n
0 .0 n

ol & est la base canonique de E.

3. Comme rgA = n (premiere colonne nulle et les n suivantes échelonnées donc libres), on a rgd = rgA = n d’out
dim Ker ¢ = 1 par le théoréme du rang. Comme 1 € Ker ¢, on en déduit que Ker ¢ = Vect(1) = Ro[X].

4. Notons F:={Q€E; Q(0)+Q’(0) =0}. Comme F est le noyau de la forme linéaire non nulle Q — Q(0) + Q’(0), F est un
hyperplan de E donc de dimension n. Comme rg ¢ = n, il suffit d’établir que Im ¢ < F pour en conclure que F = Im ¢.
SoitPeEetQ:=¢(P)=X-1)P'+P"(0).Ona Q' =P'+X-1)P"(X) d’ot1 Q(0) +Q’(0) = —P'(0) +P"(0) + P'(0) —P"(0) = 0
d'ouQEeF.
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