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L'étude des séries numériques nécessite un parfait maniement de 'analyse asymp-
totique et des techniques sommatoires (changements d’'indice, sommation par pa-
quets, transformation d’'abel, etc.).
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2025-2026 Laurent Kaczmarek

1. Quizz

@@ Vrai ou faux ? f

. Sila série ) u, converge, alors la suite (u,) converge.

. Siu, — 0, alors la série ) u, converge.
n—+oo

. Pour p € R, la série de terme général n!p” converge si, et seulement si, |p| < 1.

. La somme de deux séries divergentes est divergente.

1
2
3
4
5. La somme de deux séries divergentes a termes positifs est divergente.
6. Sila série Y u, converge, alors la série ) (—1)"u;, converge.
7. Sila série a termes > 0 Y u, diverge, alors la série }_ u;l converge.
8. Sila série Y u, converge, alors la série )_ u,% converge.
9. Sila série a termes > 0 Y u,, converge, alors la série ¥ u2 converge.
10. Siles séries ) uy, et Y uz,+1 divergent, alors la série ) u,, diverge.
11. Sila série ) u, converge, alors la série ) u,, converge.
12. Siles séries a termes >0 ) u, et }_ v, convergent, alors } max(u,, v,) converge.
13. Si u, ~ vy, alors les séries ) u, et )" v, sont de méme nature.
14. Pour a € R, la série ) m converge si et seulement si o > 1.

-_— n . .
( nla) converge si et seulement si o> 0.

15. Pour a € R, la série }_
16. Lasérie } >, ﬁ converge et sa somme vaut 1.

- 2 ; .
17. Pour g € R, la série }_ g™ converge si et seulement si |q| < 1.

18. Pour g € R, la série }_ q\/ﬁ converge si ef seulement siq <1.

0@ QCM sur les séries numériques ff

1. Pour a € R, on pose Vn € N, u, = cosh®(n) —sinh®(n).

a. VaeR, uy

0;

n—+oo

b. La série ) u, converge si et seulement si a < 2.

2. Pour P € R[X], on pose Vne N, u, = Vn*+n? - /P(n).

a. Siu, 0, alors P est unitaire et de degré 3;

n—+oo

a
b. SiP(X) = X3+ aX?+ bX + ¢, alors u,

n—+oo 3 ’

3
c. Lasérie ) u, converge si et seulement sidce R, P(X) = X3+ ZX +c.
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1
3. Soit: R+ — Ritelque(x) = ao+ % +0 (?)

a. ap=>0;
b. La série ) ¢(n) converge si et seulement si (ay, a;) = (0,0);
c. [, @(k)

d. La suite de terme général ]'[Z:1 (k) converge si et seulement si (ap, a;) = (1,0);

0 si et seulement siay =0;
n—+oo

e. Si ap <1, alors a série de terme général [];_, ¢ (k) converge.

4. Soitxg>0etVnelN, x,,1 = xfl +x,etu,=2""Inx,.

I — +00; c. La suite (u,) diverge vers +oo;

—T00

1 d. Il existe a € R* tel que x,, ~ o®".
b. up1—up~ m;
5. Soitpe]—-1,1].
a. La série ) np” converge; too 1
nZ P & c.Onaan”zﬁ-
=0 -p

b. Ona ) kpfF= Y o5 "

k=0 0<l<k<n

n
6. Soit (uy) € (]Ri)]N. On pose, pourne N, S, = Z Uf.
k=0

a fsn dt o _Un c. Si Y g* converge, alors Y u, converge;
—_— . n
. ~ )

S r Sn—l

n-1

d. Si) u, diverge, alors ). % diverge;

b. SiY u, converge, alors Y g* diverge; "
" e. Si) u, converge, alors }_ < converge.
n

2. Exercices élémentaires

Q® Vitesse de convergence de la tangente hyperbolique

Etudier la nature de la série ¥ u,, ot u,, := 1 —tanhn.

n 0@ Une nature

1 b
Soit (a, b) € R?. On pose u,, := e —a— — pour tout n € N*, Discuter la nature de ¥ u,,.
n

LLG ¥ HX6 3
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0@ Une série entiére

. por 2.z 2n n N, *
Discuter la convergence la série de terme général u,, := x"ouxeR}.
n

Dans le cas ot le critere de D’Alembert ne permet pas de conclure, on utilisera la formule de Stirling.

a (0XO Une suite récurrente

. s . cosu
Soit a > 0. On définit la suite u := (1) ,cgn par up € R et uy4 = - L pour tout n € IN.
n
1. Justifier que u converge et déterminer sa limite.

2. Discuter la nature de la série }_ u;,.

Q® Exemples élémentaires f

Déterminer la nature de la série }_ u,, dans les cas suivants :

sin(1/n) 5 __n .
Uy = ———. c Un= "S5
n \/ﬁ n2+3n
1\" -
2. un:e—(1+—) ; 6. un:e\/ﬁ;
n
a — " _ (—1)”1n(n)+n .
— * 7. Uy = avec s> 0;
3. un—an+bnpouraetbdans]R+, n PR
4 ! 1
 Up = s 8. up=——.
( :) "+ (=1D"n
a (0O} FEtude d’une série f
1 sinh(4)
Soit u, := (cosh (—) - 1) pour tout n e IN*.
n
. Inn
1. Justifier que Inu,, ~ -2—-
n
2. Déterminer la nature de la série de terme général u,, — 1.
a (RO Variations riemanniennes f

1 1 2

+ .
(m+1D)* (n—-1)* n<«
1. Déterminer un équivalent simple de u, et en déduire que Y u, converge.
1 1

_+—
29 (n+1)% n«

Soita > 1. On pose, pour n = 2, uy,:=

n
2. Onpose,pourn =2, Sy := Z ur. Montrerque S, =1+
k=2

En déduire une nouvelle démonstration de la convergence de la série }_ u, puis calculer la somme
S de cette série.

LLG ¥ HX6 4
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3. Trouver un équivalentde R,, =S -S,,.

3. Exercices classiques plus techniques

10 XS La série des produits partiels f

Soit Y u,, une série a termes strictement positifs convergente. Etudier la nature de ¥ ug x 1y x -+ X Uy,.

11 XS Une suite implicite f

Pour tout n € IN*, on consideére 'équation E,, : x*+ x3 = nd’inconnue x € R,.

1. Démontrer que, pour tout n € IN*, E;, admet une unique solution. On la note x;,.

1"
Xn

2. Déterminer la nature de }_,,>,

3. Déterminer la nature de }_,,>; x—la pour a € R.
n

12 QKO Une suite récurrente f

Soitage R} etVneNN, ap4y1 = 1—e .
1. Démontrer que (a,) v converge et déterminer sa limite.

2. Etudier la nature de la série ) _ (-1)"ay,.
n=0

3. Déterminer un équivalent de a,+; — a, en fonction de a,, et en déduire la nature de Z a,%.

n=0
4. Déterminer un équivalent de In “Z—:ll et en déduire la nature de )_ a.
n=0

13 RO Une série semi-convergente f
On pose u, =In(2n+(-1)") —In(2n) pour tout n € IN*.

1. Démontrer que Y |u,| diverge.

2. Etablir que ¥ u, converge.

14 [eXO Autour du CSSA f

i} +00 (_l)k
Pour tout n € IN*, on pose uy, := kz 2
=n

1. Justifier que u, existe bien pour tout n € IN*.

2. Déterminer le signe de u;, pour tout n € IN*.

LLG ¥ HX6 5
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3. Démontrer que Va € [0,2[, n*u,, —— 0.

n—+oo
15 KX Un lieu géométrique ff
x2n
Tracer 'ensemble .Z := < (x,y) € R?; Z To2n converge
n>=0 y

LLG ¥ HX6 6
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4. Indications

(1 i}

Au 9., on pourra remarquer que la convergence de Y u, implique 0 < u,, < u,21 APCR.

8-

On pourra trouver un équivalent de u, au 1.

8 -

Chercher un équivalent de u,,.

A -

Développer I'exponentielle puis discuter selon a et b.

8 -

I faut étudier a part le cas ol1 x = +-

O -

Il n’est pas difficile de trouver un équivalent de u,,.

8 -

'

1 . Par croissan mparé
1. Onau, ~ — donc la série converge. 6. Par croissances comparees,
n

e
2. Onau, ~ o donc la série diverge. " n—+oo
n
. . P3N . _ 1
3. Il y a divergence groissiere saufsi a = b. ainsi u, = 0 (_2) et Y u, converge.
4. Appliquer le critere de D’Alembert. Comme n
7. Comme

Un+1 1 1
un n—+oo 4 n nS—l
la série converge. la série converge si et seulement si s > 2.
5. Comme
n 8. Ona
un ~ _n
3 D" 1 1
1 U, = — +0
. . n 1312 1312
Uun = 0| —; | par croissances comparées et
n
Y u, converge. En conclure que la série converge.

B -

Utiliser les DL usuels.

LLG ¥ HX6 7
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B -

Mettre n® en facteur afin de trouver un équivalent au 1.

o -

Appliquer le critere de D’Alembert.

o -

On peut écrire u, sous la forme f‘1 (n).

o -

La suite (a,,) décroit vers 0.

o -

Trouver un équivalent au 1. Développer a la précision O [ 25 | au 2.
n

o -

Utiliser tous les renseignements donnés par le critere spécial des séries alternées.

o -

N 2z . 2 . . .
Commencer a trouver un équivalent de ﬁW en effectuant une disjonction sur y.

LLG ¥ HX6 8
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5. Solutions

(1 i}

1. Vrai:si) u, converge, alors u, 0.
n—+oo
2. Faux. Cex: u, = %
(n+1)lp"*! L . .
3. Faux. Pourp #0,ona —; o - too La série converge si et seulement sip = 0.
- n—+o0o

L1l 1
Faux. Cex.net el

. Vrai. En notant }_ u, et }_ v, les deux séries, on conclut par u, + v, > u, > 0.

_ (D",

Faux. Cex : uy, P

. Faux. Cex: up, = +-
(=D".
7n

. Vrai. Si ) u, converge, alors u, — 0, donc u,% < u;, APCR.

Faux. Cex: u, =

© ®©& N o o A

(=D"
2,

(=D"
.,

10. Faux. Cex: u, =

11. Faux. Cex: u, =

12. Vrai. On a 0 < max(uy,, Vy) < Uy + Uy

13. Faux. Cex: (G + % et #

vn vn
14. Faux. La bonne condition est o > 1.

= Sia <0, alors la série diverge grossierement.

= Si0<a<1,alors —— > W > 0 et la série diverge.

1
n*lnn

= Sia > 1, alors = o(nﬂ}(,) ,1) et la série converge.

= Sia =1, alors on peut appliquer le théoréeme de comparaison série-intégrale : puisque flx di

InlnX +00 la série diverge.

tlnt —

X—+00

15. Vrai. Si a <0, alors il y a divergence grossiére. Sinon, il y a convergence par le CSSA.

16. Vrai. Il suffit de décomposer en éléments simples la fraction et d’effectuer un télescopage.

17. Vrai. Si |g| > 1, alors il y a divergence grossiére. Sinon, Iq”ZI <lgl™.

1
18. Vrai. Si |g| > 1, alors il y a divergence grossiere. Sinon, q”2 =0 (?)

Enseignements a tirer de cet exercice

= Il est recommandé de savoir retrouver rapidement ces contre-exemples.

= Attention au signe quand on applique les théorémes de comparaison sur les séries.

LLG ¥ HX6 9



2025-2026 Laurent Kaczmarek

8-

1. Seul b. est vrai. On a en effet

U, = 2T an ((1 + e—n)o‘ _ (1 _ e—n)a) — azl—ae(a—zm +o0 (e(a—Z)n)

On en déduit que :
= Sia > 2, alors il y a divergence grossiere.
= Sinon, u, < #
2. Les trois propositions sont vraies. Notons P(X) = AX” + Q(X) avec p € IN et Q de degré < p. On a
n sip<3ouA=0

1 \1/4 1N\1/3
un:”(l"‘ﬁ) —)\1/3n”/3(1+0(;)) ~{ =A3pP3 sip>3etA#0
1-A"3)nsip=3etA#1

= Sip#3ou(p=3etA#1),alors u, +oo donc ) u,, diverge grossiérement.

n—+oo

= Supposons A = 1 et p = 3. Ecrivons P(X) = X® + aX? + bX + c. On a alors

n2

( a b c)”3 a 4a*>-12b+9 (1)
=+ —— " "10
3 36n

1/4
Up,=n (1 + —2) -n
n
T Sia#0,alors ) u, diverge grossierement.

o Sia=0et12b#9, alors u, ~ 95&?’ (termes positifs) et donc Y u, diverge.

1
o Sia=0etb=3/4,alors u,, =0 (ﬁ) donc }_ u, converge.

3. Seuls a., b. et e. sont vrais.
= Du développement asymptotique, on déduit que ¢ (x) = - Comme ¢ > 0, on en déduit
— 100

que ag = 0.

= Siay # 0, alors ) ¢(n) diverge grossierement. Si ap = 0 et a; # 0, alors @(n) ~ % (signe constant)
donc ) ¢(n) diverge. Si (ag, a;) = (0,0), alors @(n) = O(#) donc ) ¢(n) converge.

= Notons p, = HZ:I (k).
o Lasuite (p,) converge vers 0 si et seulement sila suite de terme général Y7’ In(k) diverge

vers —oo. Si ag =0, alors Ing(k) —o00. Sinon

k—+o00
ay 1
Inp(n)=lngy+ —+0 — (%)
agn n
Ainsi (p,) converge si et seulement si0 < ap<1ou(ayp=1eta; <0).

T La suite (p,) converge si et seulement sila suite de terme général }_;_, In(k) converge ou
diverge vers —oo. Par (%), on a donc que la suite (p,) converge si et seulement si0 < ap < 1
ou(ag=1leta; <0).

= Supposons 0 < ag < 1. Alors ¢p(n+1) ap € [0,1] et ZHZ:1 (k) converge (par le critere

de D’Alembert).

n—+oo

4. Seuls a., b. et d. sont vrais.

LLG € HX6 10
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= Lintervalle R est stable par f: x — x? + x donc (x,,) est a valeurs dans RZ. Pour tout n € IN,
Xn+1 — Xn > 0 donc (x,) diverge vers +oo ou converge (TLM). Par I'absurde : si (x,) converge,
alors sa limite est un point fixe de f donc vaut 0, ce qui contredit la stricte croissance de (x).

1
1
~ car2™x
2n+1xn) 2n+lx, o too

= Pour tout ne€ N, onaun+1—un:ln(1+ +00.

= Comme (x,) est croissante, on a u,+; — U, = O(27") donc la série Y (u,+1 — u,) converge : ainsi
la suite (u,) converge. Notons ¢ sa limite. On a

<l—u, = (u —Up) = n( ) < — < — =
= n = k+1 7™ %k 2k+ly, = 2k = x, o 2kl T ony,

Ainsiu, =0+0@2 ™ etlnx, =£2"+0(1) dol x,, ~ o avec a:= e’.
5. Seuls a. et b. sont vrais.
= La convergence de la série s’obtient sans peine en appliquant le critere de D’Alembert.
n
s k
—»Onaka ZZp Z pr.
k=0 =00=0 0<l<k<n

=> On poursuit les calculs :

S kot i i i +11 p"t_ 1-p"  np"
k=0 0=0 k=0+ =0 -p - P2 1-p
P
Comme p” —— 0 et np” 0 ona ) n
S o ZO P" T 1-p?
6. Seuls a., b,, c. et d. sont vrais.
Snodt Sn S, —Su_ u
= CommeS,, >S,_1>0,0n af — gf —2n_onl_ o (croissance de I'intégrale).
Sy [ Sn-1 Sn—l Sn—l Sn—l
= Supposons }_ u, convergente. Alors S, — ¢>0donc 2 s_ ~ 7 et Yy 5. converge.
—+00
Sn d _ up
= Ona0<InS,,—-InS,_; < S3 . Supposons y & S— convergente. On a alors
Sn-1 n-1
Up  Up  Up ( un)_l Up
= =—I|1-——| ~— car— —0
Sp-1 Su—un Sy Sn n p M—too

Ainsi ) g‘—;’ converge donc ) (InS, -1InS,_;) converge, ie la suite (S,) converge donc la série
). u, converge.

Sn
= On suit une méme analogue : on a < f — (croissance de I'intégrale).
S

2
Sn—l n-1
T Supposons ) u, convergente. Alors S, = ¢>0donc 22 52 ~ et Y % converge.
n

o Le Cex u;, := n+1 montrer que ) % peut converger alors que Y u, diverge.
n

LLG € HX6 11
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Enseignements a tirer de cet exercice

(3 o

Onal-tanhn =
géométrique.

e—n

—2n aps .. . N L.
coh ~ 2e”“" (termes positifs). Ainsi }_ u,, converge par comparaison a une série

0-
1-b 1
Onau,=1-a+—+0 — |-
n n
= Cas 1:a#1.0naalors que } u, diverge grossierement.

= Cas2:a=1etb#1.Comme u, ~ % (terme de signe constant), la série Y u,, diverge par compa-
raison a une série de Riemann.

= Cas3:(a,b)=(1,1). Comme u,, =0 (#), la série }_ u, converge absolument donc converge.

8 -

Uns1 _ n+2)In? Lo @nt2n+1
up  Cmln+DRT T (n+1)?

Ona X ~ 4x. On déduit alors du critere de D’Alembert que :

1
= Six< " alors ) u, converge.

1
= Six > 7 alors ) u, diverge grossiérement.
Si x = 1/4, alors par la formule de Stirling :

Vann@2n/e)*" 1
4m2nn(nle)®  mn

et (U,) >0 est positive donc la série Z u, diverge par comparaison a une série de Riemann.

O -

1. Comme a, on déduit de la relation de récurrence que up+; = O (%) d’ott u ——— 0.
n—+oo

un"‘

2. Comme u, tend vers 0, on déduit de la relation de récurrence que 1,41 ~ # (terme positif). Ainsi,
par comparaison a une série de Riemann, ) u, converge si et seulement sia > 1.

LLG ¥ HX6 12
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8-

1.

o

7.

Ona . . - .
nln(1+;):l—ﬂ+0(m) d’ou exp(nln(1+;)):6(1—2—+O(—))

et
=e—exp( ln(l+l)) = i+o(i)~i
u,=e—expln - > ) labwe
Puisque u, ~ 5, les séries }_ u, et }_ 5. sont a termes positifs a partir d'un certain rang et de méme
nature. On reconnait dans la deuxieme série une série de Riemann divergente (a un coefficient
multiplicateur pres) : ) u, diverge.

al’l

a+b"

. n . LN
= Sia>b,onab" =o0(a") donc u, ~ % =1et) u, diverge grossierement.

Posons, pour tout entier naturel n, u, =

= Sia=b,onavVn=>0, u,= % donc }_ u, diverge grossierement.

. n . N 2.
= Si a < b, on a a"” = o(b") donc u,~ (%) donc Y u, converge par comparaison a une série
géométrique.

Ona )
Ym0 ) eml((n+ D)2 (n+1)2 n+l 1
n , = = = ~ —
- (2::12) (n)22n+2)! 2n+2)2n+1) 4n+2 4
1
Le test de D’Alembert est donc concluant : Z ﬁ converge.
n
Par croissances comparées n’> < 3", d’oit
n Jot n+l n L Upel 3" 1
un~3—n, ou un+1NﬁN3n+1 puis " N3n+1 —§<1

Comme la série ) u, est a valeurs positives, on déduit du Test de D’Alembert que )_ u,, converge.

. Par croissances comparées, e VN « # et Y # est une série de Riemann convergente : ). e Vn

converge.

Notons f:t>0— f(f) = ln;sm. Comme f est dérivable avec

rin” (1) =1In" (1) In’ ()
tS+1 ~= l»S

V t > 0) f,(t) = )

f’ < 0 au voisinage de +oo (i.e. il existe a > 0 tel que f’ < 0 sur [a,+oo) : f est décroissante au
voisinage de I'infini. La série }_ u,, est donc alternée a partir d'un certain rang. Comme (—1)"u,, >
0 pour tout n > 1 etlim u, = 0 (par croissances comparées), on déduit du critere spécial des séries
alternées que la série )_ u, converge.

VnelN*, ona

_1\n _1\n _1yny\1 _1\n _1\n
=Dt 1 (=D _(1+(1)) _D .(1_(1) +o[i))

u — =
" n 1+ &0 n vn n vn vn
n
-1)" 1 1
S 3/2 O( 3/2)
n n n

LLG € HX6 13
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. _— n ~ N P . 2 . 2z pd .
La série ) % converge d’apres le critére spécial des séries alternées, la série ). —# est une
série de Riemann convergente (car 3/2 > 1) et la série de terme général O(=1>) est absolument
17372

convergente (donc convergente) par comparaison aux séries de Riemann. On en déduit que }_ u,
converge en tant que somme de trois séries convergentes.

8. On a clairement

donc Zu, converge par comparaison a la série de Riemann }_ #

B -

1. Ona
1 1 1 1 1 1 1 |
Inu, = sinh(—)ln(cosh(—) - 1) = sinh(—)ln(—+o(—)) ~—|-2lnn+ln|- +0(1)) ~ —2M
n n n 2n? n? n 2 n
[
=o(lnn)

. PR _ Inn Inn [N
2. Par ce qui précede, on alnu, = -2 + o (22) d’ont

Inn Inn Inn Inn
U, =exp|-—2—+o|—|| =1-2— +o| —
n n n n
donc u, -1 ~ —ZlnT”- Comme an > % pour n > 3, la série Y 1“7” diverge donc Y (u, — 1) diverge
(par comparaison a une série de signe constant divergence).

B -

1. Ona

e o) e S )22

212 n2 n2+«
terme positif qui est positf. Comme 2 + o > 1, la série }_ u, converge.

2. Par télescopage, on a :

S _i(;_i+;_i)_l+i+;_i
TE DY K (n-D* kY T 2% (n+ DY

Ainsi (S,) converge vers S := 1 + 5
- —a
3. Omaly =+ =01 (1) =

o -

Comme A X Hnsl —

Ugxtn ey, = Un+l T 0 puisque }_ u, converge. On déduit du critere de D’Alembert
que Y up X Uy X -+ X U, converge.

LLG € HX6 14
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o -

1. Lafonction f : R — R définie par f(x) = x*+ x> est continue et strictement croissante sur R, avec
f0)=0et f(x) — o too On déduit du corollaire du TVI qu’elle réalise ue bijection strictement
— 100

croissante de R sur lui-méme. Ainsi pour tout n € IN*, 'équation f(x) = n admet une unique
solution x, sur R,. Comme f(0) #0, x, € R}.

2.0n ax, = f‘l(n) donc x, +o0o en croissant. Comme (x,),>1 est strictement positive,

xi —— 0 en décroissant. On déduit du CSSA que }_ ;> (_xﬁ converge.
n n—+oo n

—+00

N 1 . .
3. Comme x, +oo,onan=xi+x5 ~ xp dott x, ~ n7 car (x,),>] est strictement positive.

n—+oo

Ainsi x,* ~ ni% On en déduit que ¥ ;> x_lg converge si et seulement si o > 4 (équivalent de signe
constant et comparaison a une série de Riemann).

5
X

Notons f:x—1—-e™*.

1. = Lafonction f est strictement croissante sur R’ . Puisque f(0) =0 et f(x) = 0, R} eststable
—T00
par f. On en déduit que (a,) ,eN est bien définie et a valeurs dans R7.

= Comme e™* > 1—x pour tout x € R*, on a f(x) < x pour tout x € R}. On en déduit que a,+; <
an pour tout n € IN.

= La suite (a,) e est minorée par 0 et décroisante donc converge par le TLM. Comme f est
continue, sa limite est un point fixe de f. Le seul point fixe de f étant0, on a a, 0.

n—+oo

2. Comme (ay) e décroit vers 0, on déduit du CSSA que la série de terme général (—1)" a;, converge.

2
a . s e
3. Onaa,1—ay~ -3 Comme la suite (a,) ,>0 converge, la série }_(a,+1 — a,) converge donc }_ ai

(a termes positifs) converge également.

. P a .
4. Comme Ina, — % la série de terme général ln( ad ) diverge. Comme
n—+o0o
n
Ans1 1—e™ an_a_ﬁ+0(a2) a a a
In—" =In =1In 2 1 :ln(l——n+0(an)) =-——"+to(ay) ~——
ay an an 2 2 2

On en déduit que ) —% diverge (série a termes négatifs) donc ) a, diverge.

o -

1. Onalu,| = ‘ln(l + %)‘ ~ % ainsi ) |u,| diverge.

_ (=D") _ (=" 1 : 1 A e (—D)"

2. Onau,=In (1 + 7) =—,-+0 (?) Puisque (ﬁ)@1 décroit vers 0, la série }_ ~—— converge par

le critere spécial des séries alternées. Toute série dont le terme général est en O (#) est absolu-
ment convergente donc convergente. Ainsi )_ u, converge (somme de deux séries onvergentes).
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o -

1. Comme (

+oo (=¥
k>1 k2

1
I3
u, existe bien pour tout n € IN*.

)k>1 décroit vers 0, la série par le critere spécial des séries alternées. Ainsi

2. On déduit du critere spécial des séries alternées que u;, est du signe de (—1)" pour tout n € IN.

3. Par le critére spécial des séries alternées, on a u, = O (#) Ainsi Va € [0,2[, n®u, 0.

o -

Soit (x, y) € R

n—+oo

Zn 2n ., ’ . . .
= Casl:|y/>1.0na 1fy2n ~ (f) (terme positif). La série converge donc si et seulement si | x| < |y|

2n oL P . .
= Cas2:|y|<1.0na 1167 ~ x%" (terme positif). La série converge donc si et seulement si |x| < 1

2n 2n .. s e . .
= Cas3:|/y|=1.0na ﬁW = xT (terme positif). La série converge donc si et seulement si |x| < 1

On en déduit le tracé de ’ensemble . :
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