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I. Linégalité du réarrangement

——— Polytechnique PC-1998
Soit n € IN* et des réels x1,x2,..., X, Y1, V2,.., Yntelsque x; > xo > --- Z xpety1 Z Y2 =+ 2 yn.

Démontrer que, pour toute permutation ¢ de [1, n],

Z (x; = y)° i (xi J/o(z))

On appelle permutation d'un ensemble E toute bijection de E dans E.

Soit une permutation o de [1, n]. On remarque que
= o = o
> Yoy = 2 Vi
i=1 i=1
Ainsi, en développant les carrés, il s’agit de démontrer que

n n
Z XiYo(i) S Z XiYo(i)
i:l l=1

Cette inégalité est connue sous 'appellation « inégalité du réarrangement ».

—— Conseil

Commencer par les cas n =2 et n = 3 est trés inspirant.

X Dansle cas n =2, il n'y a que deux permutations possibles : I'identité et celle qui échange les nombres
1 et 2. On conclut en remarquant que

Xoy2+x1y1— (21 +Xx2)1) = (2o —y1)(x2—x1) =20

X Passons au cas n = 3. Considérons une bijection o : [1,3] — [1, 3].

v Onremarque tout de suite que si 0(3) = 3, alors on se ramene au cas n = 2 puisque on peut simplifier
par x3y3 dans chacun de deux membres. De méme si ¢ admet 1 ou 2 pour point fixe.

v Il reste donc a examiner le cas des deux permutations circulaires. Par exemple :
X33+ X2Y2 + X1)1 — (X3Y2 + X2 )1 + X1¥3)
Aucune factorisation ne saute aux yeux. En revanche
X3ys+X2y1+X1Y2 — (K32 + Xoy1 + X1Y3) = X3y3 + X1Y2 — (X3Y2 + X1¥3) = (3 — y2) (X3 —x1) =0

ce qui permet de se ramener au cas de deux termes (x; et x») :

X3Y2+XpY1+X1Y3 < X3Y3+X2Y1+X1Y2 < X3Y3+X2)2 + X1 )1
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Itération

On entrevoit ci-dessus une solution par récurrence : partant d'une permutation o de [1,n + 1], on se
ramene a une permutation de [1, n] en permutant n+ 1 et o(n + 1).

X Soit n € IN*. Supposons le résultat vrai au rang n. Considérons des réels xi, X2, ..., Xn+1, V1, V2, .-+, Vn+1 tels
que X1 = Xp = -+ = Xpy1 €L Y1 = V2 = -++ 2= Yp41. Fixons o une permutation de [1, 7 + 1]]. Notons T la
permutation de [1,n + 1] qui échange n+1 et o(n + 1) tout en fixant les autres termes de 1,7+ 1]. En
posant k:=o~!(n+1),ona
n+1 n+1
Z XiY(to0)(i) — Z XiYo(i) = Xn+1Yn+1 T XkYo(n+1) — Xn+1Yo(n+1) — XkYn+1 = (Xp4+1— Xk) (J/n+1 - yo(n+l)) =0
i=1 i=1
Ainsi, par 'hypotheése au rang n :

n+1 n+1 n+1
Y XiYo) < Y XiViroo)) < ), XiVo(i)
i=1 i=1 i=1

Ce qui acheve la démonstration de la propriété au rang n + 1.

II. Un défit sans filet

——— Inégalité de Tchebychev

Soit n € IN* et des nombres réels a; < a; < --- < a, et by < by < --- < by,. Démontrer que
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