Suites numériques

Voici deux suites numériques issues des concours : la premiere est récurrente, la seconde
implicite.
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I. Ftude d’une suite numérique atypique

Polytechnique PC-2026

On définit (u,) e par up >0, u; >0 et

VnelN , upio = Vup+Vuy

Démontrer que (u,) ,eIN converge.

Conseils pour I'étude d’une suite

= D’une facon générale, il peut étre intéressant d’étudier la monotonie, les caractéres majoré-minoré-
borné, de calculer les potentielles limites dans R, quitte a considérer des conditions initiales particu-
lieres.

= Une fois conjecturé que u,

¢ € R, on peut essayer d’appliquer les « grands » théorémes (limite

n—+oo

monotone, encadrement) pour conclure ou sinon s’orienter vers un controle précis de |u, — ¢|.

X Onremarque que u, > 0 par une récurrence double facile.

X Supposons la suite convergente et notons ¢ sa limite. En passant a la limite dans la relation de récurrence,
on obtient ¢ = 2v/¢, c’est-a-dire £ = 0 ou £ = 4.

X On voit facilement que la suite est majorée. Soit M € R} . Supposons que u, < Met u,+; < MpourneN.
On a alors w2 < 2v/M. Lhérédité est donc assurée pour M vérifiant 2vM < M, i.e. M > 4. Il suffit alors
de choisir M égal a max(4, ugp, u;) pour en conclure que Vne N, u, < M.

X Larelation de récurrence nous pousse a conjecturer que la seule limite possible est 4. En effet, supposons
I'existence de n € IN* tel que 0 < u;,, < 1. On a alors \/u,, > u, d’ott

Un+1 =V Un+Up-1 2 Up 2 Up *

On en déduit 0 semble une valeur répulsive de la suite : si la suite entre dans ]0, 1[, alors elle se met a
croitre au moins une fois. On a en fait un résultat un peu plus précis en exploitant cette idée. On va
démontrer qu’a partir d'un certain rang non nul u, > 1. Raisonnons par I’absurde. Comme la propriété
u, > 1 est héréditaire a partir du rang 1 (cf. la relation de récurrence), supposons que u, appartient a
10,1[ pour tout n € IN*. On déduit de x que la suite est croissante a partir du rang 1, comme elle est
majorée par 1, elle converge. Sa limite est donc égale a 4 (0 est a exclure car elle est croissante). Ceci est
absurde.

X Nous allons tenter de contréler 6, := u, —4. Comme la suite (1), est récurrente d’ordre deux, on
recherche une relation de récurrence vérifiée par (8,),,ev. On a pour n€ N,

6n+1 611
0 = Upio—4=VUp1—-2+VU,—-2= +
n+1 n+2 n+1 n \/M+2 \/u_n+2

On a par I'inégalité triangulaire et positivité de la suite que pour n > ny :
|6n+1| |6n| < |6n+1|+|6n|

+
VUi +2 Jun+2 3

|6n+2| <
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~——— A propos du contrdle obtenu
= Cette inégalité de contrdle va nous permettre de démontrer que §,, —— 0.
n—+oo
= On peut controler |5,| au moyen de [5,,+1] et |8,+2]. Pour se ramener a deux indices, il est préférable
d’essayer de controler deux termes consécutifs en une seule fois, c’est-a-dire controler max (Sn, 0 n+1).
Posons €,, := |§,| pour tout n € IN. Pour n > ng, on a
Ent€nyl < 2max(€p, Ep+1) En+1+Ept2 2

Ept2 < 3 < 3 et €p43 < — 3 < gmax(5n+1»8n+2)

1

A chaque itération, le plus grand des deux termes €, et €+ diminue au moins d’'un facteur 3

X En notant (G,) e la suite définie par G, := max(|8n+1 l, |6n|), on en déduit que, pour n > ny,
2G,
3

Puisque 0 < 18,411 < Gy, onadonc G411 < Gy,. La suite (G,) e est décroissante positive a partir du rang
no donc converge vers un réel ¢ positif. D’autre part, pour n € IN tel que n > ny,

|6n+2| <

2G, 2Gps1 . 2Gy,
et ) < <
3 | n+3| X 3 3

18n+2] <

. 2
Ainsi G;42 < g'"

Comme |§,| < G, pour tout n, on déduit du théoréme d’encadrement que 6,

- Comme ceci est vrai pour tout indice n > ng, on en déduit que ¢ < %ﬁ dou £ = 0.
0.

n—+oo

II. Une rédaction optimisée

Voici une version épurée de la solution que nous avons trouvé précédemment.

X Onremarque que u, > 0 par une récurrence double facile.

X Supposons la suite convergente et notons ¢ sa limite. En passant a la limite dans la relation de récurrence,
on obtient £ = 2v/¢, c’est-a-dire £ = 0 ou £ = 4.

X Supposons que u, appartient a ]0, 1[ pour tout n € N*. Pour n € IN*, on a donc

Un+1 =V Un+Up-1 2 Up 2 Uy

Ainsi la suite est croissante a partir du rang 1, comme elle est majorée par 1, elle converge. Sa limite
est donc égale a 4 (0 est a exclure car elle est croissante). Ceci est absurde. On en déduit I'existence de
no € IN* tel que u,, > 1. On démontre alors par une récurrence facile que u, > 1 a partir du rang ny.

X Posons 0, := u;, —4 pour tout entier naturel n. On a pour n€ N,

6n+1 6n
0 = Upso—4 =VUp1—2+VUu,—2 = +
n+1 n+2 n+l1 n M+2 \/u_n+2

On a par I'inégalité triangulaire et positivité de la suite que pour n > ny :

LLG € HX6 3
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|6n+1| + |6n| < |6n+1|+|6n|
Vini+2 Junp+2 3

En notant (G,) e 1a suite définie par G, := max(|6n+1 [, |6n|), on en déduit que, pour n > ny,

|6n+2| <

3

|6n+2| <

Puisque 0 < 8,411 < Gy, onadonc G417 < Gy,. La suite (G,) ,ev est décroissante positive a partir du rang
ny donc converge vers un réel ¢ positif. D’autre part, pour n > n,

2G 2G 2G
et Bl < L 20

0 <
| n+2| X 3 3 3

Ainsi G52 < 2?”- Comme ceci est vrai pour tout indice n > ng, on en déduit que ¢ < %6 d'ou ¢ = 0.

Comme |3,,| < G, pour tout 7, on déduit du théoreme d’encadrement que &, 0.
n

—+00

—— Une petite optimisation de la phase de controle de la démonstration
En notant (A,) ,e la suite définie par Ag := [0y, A1 :=[8,,+1] et

)\n+1 + )\n

Vn=ng, Apy2 = 3

on démontre facilement par récurrence que Vn > nyg, |86, < A,. Nous verrons un peu plus tard dans
I’année que I'on peut expliciter A, au moyen de suites géométriques puis en déduire directement que

A, — 0 sans passer par la suite G,.
n—+oo

III. Une suite définie implictement

Polytechnique PC-2025

1
Pour x >0 et n € IN*, on pose f,,(x) := x" + xn. Soit a€ RX.

1. Montrer que, pour tout n € IN*, il existe un unique x, tel que f;(x,) = a.

2. Etudier la limite de (x,,) ,eiv+ en fonction de a.

LLG € HX6 4
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