Exercices 3 | Nombres complexes

Etude et applications des nombres complexes, équations algébriques (second degré et
racines n-emes de l'unité). Les nombres complexes sont de puissants intermédiaires de
calculs en trigonométrie, en géométrie et sont incontournables pour I'étude des oscil-
lations en physique (électronique et mécanique).
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I. Calculs

EXERCICE 1. IND § SOL Pour commencer en douceur
On consideére le nombre complexe z = (1 - \/§) -1 (1 + \/§)

1. Déterminer le module et un argument de z2.

2. En déduire z sous forme polaire.
17n 17n
3. En déduire les valeurs exactes de cos (E) et sin (E)

4. En utilisant ces résultats, résoudre dans R I'équation suivante d’inconnue réelle x :

(E) : (1 - \/§) cos(x) — (1 4 \/5) sin(x) = 2

EXERCICE 2. IND § sOL » Paramétrage de U

On note U, I'ensemble des nombres complexes de module 1.

z+1
1. Soit z € U\ {1}. Démontrer que 1 est un imaginaire pur.

1+Ai
2. Vérifier que, VA e R, -e U.
1-Ai
L. . . 14 e 1+Ai
3. Réciproquement, déterminer les éléments de U pouvant s’écrire sous la forme Y avec A € R.
—Ai
. . zZ—uz
4. Soit z € C. Démontrer que, Yu e U\ {1}, € R.
EXERCICE 3. IND § SOL Modules
1
Déterminer les nombres complexes z tels que z, — et 1 + z aient le méme module.
z
EXERCICE 4. IND § sOL » Une équation trigonométrique
Soit 0 € R et zg = —sin(20) + 2i cos?(0).
1. Déterminer le module de zg.
2. Déterminer I'ensemble des nombres réels 0 tels que |zg| = |zg — 1].
II. Inégalités
EXERCICE 5. IND § SOL » Inégalités

Prouver que V(z,2) € C%, 1< |z+2/|+|1+ 2| +12| et |z+ 21> < (1+]2*) (1 +12'1?).

LLG-HX6 Exercices 3 a» 2
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EXERCICE 6. IND § sOL > Partie réelle d’'une fraction rationnelle

. 1 1
Soit z un nombre complexe tel que z # 1 et |z| < 1. Etablir que Re ( ] ) > 3
-z

EXERCICE 7. IND § SOL M Pour les amateurs
Soit u un nombre complexe de module 1. Prouver que |1+ u| > 1 ou |1 + u2| > 1.

EXERCICE 8. IND § SOL M L'inégalité triangulaire généralisée
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a deux.

1. Prouver que, pour tout (zy,...,2,) € C", |21+ -+ 2, <l|z1| + 22| + - + |z

2. Montrer que, pour tous z; et zp dans C*, |z; + 22| = |z1] + 22| < arg(z;) = arg(zp) .

3. Montrer que VY (zy,...,2,) € (C*)", |z1+ -+ zpl =21 + 22| + - + 24| < arg(z;) =--- = arg(z,).
EXERCICE 9. IND § SOL M\ Une belle inégalité
Soient ze C,ne N* et zy, ..., z,, des nombres complexes non nuls d’arguments respectifs 01, ..., 0,,.

On suppose que e ...yl =0.

n n n
1. Démontrer que Z |zi| < Z |z — z|. On pourra simplifier la somme Z e"ek(zk - 2).
k=1 k=1 k=1

1 n
2. Montrer qu'il existe m € [1, n] tel que |z, — z| > — E |Zk|.
n
k=1

EXERCICE 10. IND § SOL M) Deux inégalités sur les modules

1. Prouver que VY (a,b) € C?, |al+|b| <|a+ b|+|a—b|.

4
2. En déduire que pour tous z, 22,23 et zg dans C,ona Y lzkl < Y |z +zjl.
k=1 1<i<j<4

III. Equations atypiques

EXERCICE 11. IND § sOL > Autour de I'exponentielle
Résoudre dans C I'équation e = —1 puis e* + e * = 2i.

EXERCICE 12. IND § SOL Lieux géométriques

z-1 z—1
Résoudre dans C les équations Re( i ) =0, Im( ) =0 et Re(2*) =Im(2?).
Z f—

EXERCICE 13. IND § SOL Divertissements
Résoudre dans C les équations suivantes :
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1. z2+8|z|-3=0; 2. z+z=|zl; 3. z°=167; 4. 27—-3z=2+3i;

EXERCICE 14. IND § sOoL M Equationenzetz
Résoudre dans C I'équation z(z — 1) = z2(z-1).

IV. Equations du second degré ou s’y ramenant

EXERCICE 15. IND § SOL > Classique
Résoudre sur C I'équation (E) : (2 + 1)2 +(22—z— 1)2 =0.

EXERCICE 16. IND § sOL > Une équation atypique
Soit @ un réel, on considere I'équation E:  z+7z* = a d’'inconnue z € C.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur a pour que E posséde au moins une solu-
tion réelle.

2. Résoudre E. Discuter en fonction de a, et donner dans chaque cas le nombre de solutions, dire si elles
sont réelles, conjuguées, etc... On présentera le résultat final dans un tableau.

EXERCICE 17. IND § sOL M Module des racines d’'une équation

! z+ 7

—Uu|+ + Uj.

. . P Ve Z +
1. Soient (z,z') € C? et u une racine carrée de zz'. Démontrer que |z| + |Z'| = ’

2. Soit m € C. On note « et P les racinesde z2 + 2mz + 1 = 0. Etablir que |a| + |B| = |m + 1|+ |m —1|.

EXERCICE 18. IND § SOL M\ Conditions sur les racines

Soit (p, q) € C?, avec g # 0. Montrer que les racines de 1'équation z> + pz + g = 0 ont le méme module si et
seulement si p2/(4q) € [0,1].

V. Racines n-iémes

EXERCICE 19. IND § sOL > Une petite équation atypique

Soit n € IN*. Trouver les complexes z tels que z" =z" .

EXERCICE 20. IND § sOL > Racines septiémes de I'unité

w? o’

+ + .
+w2 1+0w? 1+w8

Soit w une racine septieme de 'unité distincte de 1. Simplifier .

EXERCICE 21. IND § sOL > Quatre équations
Résoudre dans C les équations suivantes :
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1. (z+i)3+iz=0; 2. z*-223-2z°-2z+1=0enpo- 3. z*+2-iV12=0.

santZ=z+z};

EXERCICE 22. IND § SOL Lignes trigonométriques de m/5
0
Onposew=es,a=0+w*etP=w?+wd.
I
Déterminer une équation du second degré dont les racines sont a et 3. En déduire cos (—) .

EXERCICE 23. IND § SOL Mines-Ponts PC-2014
Soit n € IN*. Résoudre (22 +1)" — (z+1)?" = 0 dans C.

EXERCICE 24. IND § sOL M Questions enchainées
Soit n e IN*.

) . . (z+1)" . ) z+i\"
1. Résoudre dans C I'équation ~-1) T 1. En déduire les solutions dans Cde | — | =1.
z—1

+1\* .
2. Soit 0 € R tel que 0 # 027/ n]. Résoudre dans C I'équation (Z 1) = ¢!,
Z —

z+1\" (z-1\"

3. En déduire les solutions dans C de I'équation ( 1) + ( " 1) = 2cos(n0).
z— z

On traitera le cas général, 0 € R sans aucune restriction.

EXERCICE 25. IND § soL M Une expression de tan(i/5)
En résolvant (1 —iz)® — (1 + iz)® = 0 de deux maniéres différentes, calculer tan(mn/5).

EXERCICE 26. IND § SOL M Etude de I'anneau 7| j]
On note j = e?™3, Z[j] := {a+bj;(ab)e Zz}, Ug I'ensemble des racines sixiemes de 'unité et U I'en-

semble des nombres complexes de module égal a un. La question 2 est indépendante des autres.
1. Vérifier que 1+ j + j2=0.
2. Montrer que Z[j] est stable par '’addition et le produit, c’est-a-dire
Y(u,v) €Z[j1*, u+veZljl et uveZlj
3. Démontrer que Yu € Z[j], |ul*> € N.

4. Exprimer les éléments de Ug en fonction de j et en déduire que Ug c Z[j].
1

5. On pose Z[j]* = { ue7Zljl; — € Z[jl }
u

a. Etablir que Ug < Z[j]*.
b. Soit u € Z[j1*. Démontrer au moyen de la question 3 que u € U.

c. En déduire que Z[j]* = Us.
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VI. Application ala géométrie plane

EXERCICE 27. IND § SOL Ou sont les racines ?
Le plan &2 est muni d'un repere orthonormé direct Z. Soit ¢ €] — «t, n[. On considére I'équation donnée par

E: z2—2(cost+isint)z—Z(sint—icost)sint:O

d’inconnue z € C. On note z, (1), z»(t) les racines complexes de E et M, (¢), M () leurs images respectives.

1. Quel est 'ensemble décrit par le milieu de [M; (£)M2(#)] lorsque ¢ décrit ] —mt, [ 2 On ne calculera expli-
citement ni z; (¢) ni z,(1).

2. Calculer z; (1) et z»(t) en fonction de t.

3. Déterminer le module et un argument de z; () et z(?).

EXERCICE 28. IND § SOL Questions d’alignement
Le plan affine euclidien &7 est muni d'un repére orthonormé direct % .

1. Déterminer les nombres complexes z tels que les trois points d’affixes 1, z et iz soient alignés.

2. Déterminer les nombres complexes z tels que les trois points d’affixes z2, 1 - z et Z soient alignés.

EXERCICE 29. IND § SOL > Quadrilatéres

Soit ABCD un quadrilatere convexe du plan &. On construit a I’extérieur de chacun des cotés du quadri-
latére des triangles rectangles isoceles APB, BQC, CRD et DSA. Démontrer que les droites (PR) et (QS) sont
perpendiculaires et que les longueurs PR et QS sont égales.

EXERCICE 30. IND § sOL C magnifique !

Soient A, B,C et D quatre points du plan £ tels que les triangles OAB et OCD soient des triangles isorec-
tangles en O et directs. On note I le milieu de [BC]. Prouver par un calcul d’affixes que les droites (OI) et
(AD) sont orthogonales et que AD = 201.

EXERCICE 31. IND § sOL M Sa majesté équilatérale
Soient A, B, C trois points deux a deux distincts d’affixes a, b, c.

1. Prouver que ABC est un triangle équilatéral direct si et seulement si a+ jb+ j?c = 0, et équilatéral indirect
si et seulement sia+ jc+ j?b =0.

2. Prouver que ABC est un triangle équilatéral si et seulement si a® + b> + ¢> = ab+ ac + bc.
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VII. Indications

INDICATION 1. On trouve z2 = 8¢°1™/6,

Voir I'énoncé.

INDICATION 2. Ecrire (par exemple) les éléments de U sous forme exponentielle e'’ avec t € RR.

Voir I’énoncé.

INDICATION 3. Montrer que les solutions sont nécessairement dans U puis les rechercher sous forme po-
laire. On trouve { j, j*}. Une solution purement géométrique est possible.

Voir I’énoncé.

: n
INDICATION 4. Au 1., on trouve zg = 2 cos(@)e’(e+§). Au 2., élever au carré les modules.

Voir I’énoncé.

INDICATION 5. Appliquer judicieusement l'inégalité triangulaire.

Voir I’énoncé.

INDICATION 6. Ecrire z sous forme algébrique.

Voir I'énoncé.

INDICATION 7. Ecrire z sous forme trigonométrique.

Voir I’énoncé.

INDICATION 8. Raisonner par récurrence sur 7 au c.

Voir I’énoncé.

INDICATION 9. Au 1., il faut appliquer I'inégalité triangulaire.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 10. Au 1., appliquer deux fois I'inégalité triangulaire. Au 2., appliquer a plusieurs reprises I'in-
égalité du 1. et 'inégalité triangulaire.

Voir I'énoncé.

INDICATION 11. Ecrire z sous forme algébrique pour la premiére équation. Pour la seconde, poser y = e et
se ramener a une équation du second degré en y.

Voir I’énoncé.

INDICATION 12. Rechercher les solutions sous forme : algébrique aux 1. et 2., polaire au 3. On trouve un
cercle privé d'un point au 1., une droite privée d'un point au 2. et la réunion de trois droites au 3.

LLG-HX6 Exercices3 e 7
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Voir I’énoncé.

INDICATION 13. Chercher les solutions : sous forme polaire aux 2. et 3., sous forme algébrique aux 1. et 4.

Voir I’énoncé.

INDICATION 14. S’'intéresser au module de chacun des deux membres.

Voir I'’énoncé.

-1-i -1+1i
INDICATION 15. Penser 2 A2+ B2 = (A+iB)(A—iB). On trouve{ T

—1—i,—1+i}.

Voir I’énoncé.

INDICATION 16. Se ramener a une équation du second degré a la premiere question. Poser z = x + iy avec
(x,y) € R? au 2.

Voir I'énoncé.

INDICATION 17. Prouver I'égalité des carrés au 1. Le 2. est une application du a.

Voir I'énoncé.

INDICATION 18. Le cas ou p = 0 est trivial. Dans le cas ou p # 0, poser A = pz/(4q). Le discriminant de
I'équation est alors p?(1 —1/A) et il est facile d’exprimer ses racines carrées en fonction de p et A.

Voir I’énoncé.

INDICATION 19. Quel est le module d'une solution non nulle ?

Voir I’énoncé.

INDICATION 20. Exploiter la périodicité des puissances de w ainsi que la relation 1+ +--- + ®® = 0. On
trouve —2.

Voir I’énoncé.

INDICATION 21. On aboutit a une équation du second degré en Z au 2. On trouve :

. 1-i 1+i(2+v3) 1+i(2-V3) ) 2 3-V5 345
127 202+v3) 7 202-v3) |’ I 2

2
3. {_\/zeinlﬁ’ V26 _i\/2¢in/6 j\/3ein/6 L.

Voir I'énoncé.

INDICATION 22. Calculer la somme et le produit de o et 3.

Voir I'énoncé.

LLG-HX6 Exercices3 e 8
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INDICATION 23. On trouve {—i} U {—Cotan(k—:) ske[l,n—1] }

Voir I’énoncé.

INDICATION 24. A la premiere équation du 1., on trouve les —i cotan(kn/n) pour k € [1,n — 1]. On résout
alors la seconde équation sans calcul, ou presque. Au 3., se ramener a une equation algébrique du second
degré. On verra alors apparaitre naturellement le lien avec le 2.

Voir I'énoncé.

INDICATION 25. Premiére piste : en développant par la formule du bindme, on aboutit a une équation du
second degré en z? (c'est ce qu'on appelle une équation bicarrée). Deuxiéme piste : en posant Z = (1 —
iz)/(1 +iz), on est ramené a Z°> = 1. On trouve donc les solutions sous deux formes différentes et, apres

identification, on obtient I'expression de tan(n/5) au moyen de radicaux : tan(n/5) = /5 — 2v/5.

Voir I'énoncé.

INDICATION 26. Voir I'énoncé.

INDICATION 27. Il faudra discuter sur ¢ au 3.

Voir I’énoncé.

INDICATION 28. Appliquer la CNS d’alignement. On trouve :
V2

v2.
2. Laréunion des deux droites verticales définies par Re z = +1/2 et de I’axe des abscisses.

1. Le cercle de centre d’affixe % et de rayon

Voir I'énoncé.

INDICATION 29. Travaillez dans un repere orthonormé direct quelconque du plan en utilisant des rotations
pour trouver les affixes de P, Q, R, S en fonction de celles de A, B,C, D.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 30. Travailler dans un rond et effectuer des calculs d’affixes.

Voir I’énoncé.

c—a
INDICATION 31. Traduire (AB,AC) = /3 [27] et AB = AC en T e'™3, Se souvenir que 1 + j + j% = 0.

Voir I'’énoncé.

LLG-HX6 Exercices3 a0 9
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VIII. Solutions

SOLUTION 1.
1. Onaz?=4-(—v3+i)=8-¢™ ainsi | 2| = 8 et 3 est un argument de z°.

5im/12

2. On déduit de la question précédente que z = +2V/2-e et comme Re(z) <0, on a z = —2v/2e°m/12 =

2\/2617in/12.

3. On en déduit que cos =5 17” Re( \/_) = \g—\/_l et sin L& 1711 _ Im(

4. Pour x € R, on déduit de la question précédente que :

):_@.
2V2 2V2

1-V3 1+V3
tsolutionde E <— cos(x) — sin(x) = —
x est solution de (2\/5) (2\/5)

17m (17 . bl
— cos(—)cos(x)+sm —) sm(x):cos(—)
12 2 4

Lensemble des solutions de E est donc { Z* + 2kn; k€ Z} U {3 +2kn; k€ Z}.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 2.
i0 i8/2 . .
1. Soitze U\ {1} et D € R tel que z = €®, On % Z+1 ;ej = 2;’9/2 22,'C$1((%//22)) = —icotan(8/2) € iR.
VARIATIONS |
. -_1 vztl _ ozl _ o ztl 14z z+1 z+1
On peut aussi remarquer quez = d'ou 5 = =5 = == donc 2= € iRR.

2. Soit A € R. Lesnombres 1+ Ai et 1 —Ai étant conjugués, ils ont le méme module et leur quotient est donc
de module 1.

3. Réciproquement, supposons l'existence de 6 € R tel que }+;\‘§ =e% Onaalors 1+ Ai=(1-X\i)e® dou

i0
iN(1+e™®) = e~ 1. Puisque 1 +Ai # —(1-Ai), onae’® # -1 d'oti Ai = G4 = 2202 donc A € R.

4. Soitue U\{1}.Onau=1/udou Zl__bf = f:f;;‘ = ”f__lz = &= Lif donc £=1= Z e R,
Voir I'énoncé.
SOLUTION 3. Soitz€ C.Ona
1 1z> =1 lz] =1
lz|=|=|=1+z2|] < =
z lz+1| =1 lz+1] =1

LLG-HX6 Exercices3 e 10
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. L. . 2 . o
Les solutions sont les z € U vérifiant [z+ 1| = 1. Pour 0 e R, on a |1+ = (1+¢) (1+e7%) =2+2cos0
donc

K

‘1+eie =] < cosO0=—= < O0=+—[m]

3

3 =jete 2

1
2

2in 2i
e = j°.

w3

On en déduit que les solutions de I’équation initiale sont

UNE VERSION PLUS GEOMETRIQUE

Comme I'équation équivaut a |z| = |z+ 1| = 1, un nombre z est solution si et

seulement si son image M appartient a l'intersection des cercles de centres /m(—\
0O(0) etA(—1), derayons 1. Celle-ci « se voit bien » sur une figure, ce qui permet -
de trouver les solutions sans calcul. Cette approche plus géométrique est un j?

peu moins rigoureuse, mais finalement tout aussi acceptable au concours.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 4.
1. Onazg=-sin(20)+i(cos(20)+1) =i+ ie?9 = 2cos(0)iel® = Zcos(O)e’w*%).
2. 0Ona
201 = |20 = 11 <= |z0|” =129~ 1I*
= |z0/” = |20/° —2Re(zp) + 1

< 2Re(zg) =1

< sin(20) = —% =sin (—g)

T 7T
— 20 = o [27] ou 20 = 3 [27]

Lensemble des solutions est donc { -7 + kn; ke Z} U {Z + kn; ke Z}.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 5. Soit z et z’ dans C.
1. Parl'inégalité triangulaire :
1=

1+z+z'—(z+z’)| < |1+z|+|z’|+|—(z+z’)| =lz+Z|+|1+z|+|Z]
2. On déduitI'inégalité du calcul suivant :
!/

(1+127) (1 +12'12) = lz+ 21 = 1+ |z + 12/ + |22 1? — 121> = |2/1? =22  — 22/ = 1 +|22/)* - 22 — 22

=1+3272'27 -Z7 — 272 = (I—ZZ) (1-z2)=1-27Z>0

VARIANTE UTILISANT I'INEGALITE TRIANGULAIRE
Ona0<|z+z'| <|z|+1|Z'|. On conclut par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(lzlx1+1x12')* < (122 +1) (1+12"?)

On peut aussi conclure en remarquant que (|z| + Iz’I)2 < (1212 +1) (1+12'1?) équivaut a (1—|zl|2'))* > 0.

LLG-HX6 Exercices3 aw 11
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Voir I’énoncé.

SOLUTION 6. Ecrivons z = x + iy avec x et y réels. On a facilement Re (ﬁ) = ﬁ Ainsi
r 1 L a-m?20-0+y2 <0
—_— = = -x)"=-2(1-x
(x—1)2+y2 7 2 ys
= (1-x-1?-1+y*<0
— xz+y2 <1
— |z| <1
D’ot le résultat.
Voir I'énoncé.
i0 0

avecOe R.Onal+u=2cos (5) eig et 1+ u® = ZCos(B)eie. Posons alors

X = cosg, de sorte que |1 + u| = |2x]| et |1 + u2| = 2|2x2 - 1|. Supposons |1+ u| > 1, ie |x| < % On a alors
2x2—1<2><i—lz—%pui32(2x2—1)<—1 etdonc |1+ u?| > 1.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 7. Ecrivons u = e

SOLUTION 8.

1. Raisonnons par récurrence. Pour n € IN\{0, 1}, notons HR(n) la proposition suivante : pour tous nombres
complexes z1,...,z2p, 0nalz; +...+ 2z, < lz1|+ 22l +...+12,].

> HR(2) est vraie, c’est I'inégalité triangulaire usuelle.

> Soit n € IN tel que n > 2. Supposons HR(n) vraie et soit zy, ..., z,+1 des nombres complexes. En appli-
quant I'inégalité triangulaire puis HR(n), on obtient :

|z1+ -+ zZp+2Zps1l < lz1+--+zpl +zpsal < |21l + 22l + ..o+ zpl + 12541

d’ott 'hypothese au rang n + 1.

2. Soit z; et zp dans C*. En posant u := %, ona

|z1+ 22| |z1] + 22|
|21+ 22| = |z1] + 22| <= =
|Z2| |z2]
— |u+1|=|ul+1
— |u+1|2:(|u|+1)2
— |u|2+2+2Reu: |u|2+2|u|+1
< Reu = |uy|
— uelR}
<~ argz; = argzp

3. Une des deux implications est immédiate.

LLG-HX6 Exercices 3 e 12
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> Soit z, ..., 2, dans C* et ayant le méme argument 8. Comme z; +---+ 2z, = (|z1|+---+|zx]) e'® onen
déduit que |zy + -+ z,| = |21+ |22 + -+ |25].

> Raisonnons par récurrence pour établir la réciproque. Pour n € IN \ {0, 1}, notons HR(n) la proposition
suivante : pour tous nombres complexes non nuls zy,..., 2,,

|z1+ -+ 2zpl = |21l + 22| +--- +|24| = arg(z;) = arg(zp) = --- = arg(z,)

t HR(2) est vraie d’apres le 2..

1 Soit n € IN tel que n > 2. Supposons HR(n) vraie et soit zj, ..., 2,+1 des nombres complexes tels
que |z1+- +zpt1l =1z + -+ 24l +2p41l = |21l + 22| + -+ + |2,] + |254+1]. En appliquant I'inégalité
triangulaire etle 1., on a

|z1+-+zZps1l < |z1 4+ 2Zpl +zpsl < |21l +Hlz2l+. 0+ zpl +2p41] ()

Ainsi les deux inégalités apparaissant dans (%) sont en fait des égalités. En particulier, on en déduit
que |z1 + -+ 2yl = |z1| + 22| + -+ |2,| d'ou arg(z;) = arg(zy) = --- = arg(z,) par HR(n). Notons
0:=arg(z))etz:=z1+---+2z,.0nalz+z,41l =zl +z,41]. Comme |z| = |21 |+ +]z,] >0,0naz#0
et puisque z = (|z1|+---+|zul) e® onaf= argz. On déduit alors de HR(2) que 0 = argz = arg z;+1.
Ainsi HR(n + 1) est vraie.

VARIANTE POUR LE 3.
En notant ry. et ¢y le module et un argument de zj pour tout k, on a

" 2
Yozl = ). rerecos(@i—dp)
k=1 1<k, l<n

On peut en déduire facilement que |z) + -+ + z,| = |z1]| + 22|+ -+ |zy] <= b1 = 2 = -+ = ¢, [27], cf.

les exercices sur les calculs algébriques pour le détail.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 9.

1. Puisque 22:1 e% =0, ona
n o n o n 0 n no n
Y e kzr—2) =) e kz—) ez =) |zl - ) ez =) |z
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Par I'inégalité triangulaire, on a donc :

n n . n
Yl =Y. ez -2)| < Y
k=1 k=1 k=1
1 n

2. Raisonnons par 'absurde en supposant m € [1,n] tel que Vm € [1,n], |z, —z| > DI |zr]. On en
déduit par superposition de ces n inégalités :

n n
Y lzm—zl > ) |zl
m=

1 k=1

n

_'e

e’ k(zk_z)‘ =) lzk—2zl
k=1

ce qui est absurde par la question précédente.
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Voir I’énoncé.

SOLUTION 10.
1. Puisque a = %b + %b, on déduit de 'inégalité triangulaire que |a| < '“;b L+ _Ia;bl.
On adonc aussi |b| < @ + @ d’ot |al +|b| < |la+ bl + |a— b| en sommant les deux inégalités.

COMMENTAIRE
On peut aussi établir que

(la+bl+la—b)* = (lal +|b)* + (lal - |b)? + 2| - b°|
pour résoudre cette question.

2. D’'apresle 1., ona |z;| +|z2| <lz1 + 22| + |21 — 22| et |z3] + |z4| < |23 + 24| + |23 — 24| dONC
4
Y lzkl <lzi+ 2ol + |21 — 22| + | 23 + 24l + | 23 — 24
k=1

Parle 1., 0n a |z — 22| + |23 — 24| < |21 + 23 — (22 + 24)| + |21 + 24 — (22 + z3)|, on déduit alors de I'inégalité
triangulaire que :
|21+ 23— (22 + z4)| + |21 + 24 — (22 + 23)| < |21 + 23] + |22 + Z4| + |21 + 24| + |22 + 23]

et donc Zi:1|zk| <z + 23|+ 120 + 24| + |21 + 24| + |20 + 23| + |21 + 22| + | 23 + 24|, d’O11 lE Tésultat.

Voir I’énoncé.

SoLUTION 11.
1. Soitze Cet(x,y) € R? tel que z:=x+1iy.Ona
ef=—-1 < e*e'V =e'"
< e'=1et y=mn[2n]
<~ x=0etdkeZ,y=n+2kn
L'ensemble des solutions est donc {i(2k+1); k € Z}.
2. En posant { = %, I'équation est équivalente a { + % =2i,ie * -2il+1 =0, de solutions (1 + \/§) el et
(V2-1) e¢”'%. En raisonnant comme au 1., on trouve que 'ensemble des solutions est égal a

{ln(1+\/§)+ig+2ikn;kez} U {ln(\/é—l)—ig+2ikn; keZ}

COMMENTAIRE

Au 1., on a utilisé I'identification de deux formes trigonométriques : deux nombres complexes a et b non
nuls (attention, cette hypothese est essentielle) sont égaux si et seulement si ils ont méme module et
méme argument modulo 2n (cf. le cours pour les justifications).

Voir I'énoncé.

SOLUTION 12.
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> Soitze C\{i}et(x,y)e R®telque z:=x+iy.Ona
z-1 (z-1(z+i) |z2P+iz-z-i x*+y*—x—y+ilx+y—1)
z—i  |z—il2 lz—i|? - |z—1if?

y 2 . z—1Y _ 2 . N 2 2 _ .
T Léquation Re (£=;) = 0 est équivalente 2 x° — x + y* - y =0, ie

[=3) +b=3) -3
2 Y73) T2
Le lieu des solutions est donc le cercle de centre d’affixe % et de rayon v/2/2, privé de i.

1 L'équation Im(zj) = 0 est équivalente a x + y—1 = 0. Le lieu des solutions est la droite d’équation

X+ y—1=0 privé du point d’affixe i.

COMMENTAIRE
Attention, dans les deux premiéres équations, il ne faut oublier que les équivalences sont obtenues sous

I'hypothése z # i. On peut également donner une démonstration moins calculatoire, plus géométrique.
Notons A(1), B(i) et M(z) pourz#i.0Ona :

De méme :
z—1 z—1 .
Re( ) =0 < - e Ri
Z—1 2= I (z—l) . z—1 R
m =0 = €
— AM_.BM z—1i z—1
— Me¥ <= AM etBM sont colinéaires
oll € est le cercle de diamétre [AB]. <= MEe€ (AB)

> On remarque que 0 est solution de la troisieme équation. Soit z = pe’® avec p > 0 et 0 € R. Les parties
réelle et imaginaire de Z3 = p3 319 gont égales si et seulement si 30 = % [rt], c’est-a-dire O = % [g] Le lieu
des solutions est donc la réunion des trois droites faisant un angle de n/12, 51t/12 et 3n/4 avec le demi-axe
des abscisses positives.

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 13. On notera a chaque fois E I'équation étudiée.

1. Soitze Cet (x,y) e R®telque z=x+iy.Ona
Z2+8|z|-3=0 = x*—y*—3+8\/x2+y2+2ixy =0

= xy=0et x¥*—y*—3+8/x2+y2=0

x=0et|y?-8/y|+3=0

— A ou
y=0cet|x>+8[x]-3=0
x=0et |yl €{4-V13,4+V13}
— A ou

y=0et|x|=v19-4
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apres des résolutions élémentaires d’équations du second degré.
On trouve donc six solutions : —i (4—v/13),i(4-v13), =i (4+v13), i (4+V13), V19-4 et 4— V19.

2. Le nombre 0 est clairement solution. Ecrivons z = pe’® avec p > 0 et 0 € R. Léquation est équivalente a
p (cose - %) =0,ie0= ig [27t]. Le lieu des solutions est donc la reunion des deux demi-droites issues de
O faisant un angle de + 3 avec la demi-droite (Ox).

3. Ilest clair que 0 est solution de E. Cherchons maintenant les autres solutions sous la forme z = pe’®, avec
Pp>0.0na

zestsolutionde E < p5e5"e = 16pe_ie

— p4e6ie =16
<~ p=2et 60=0[2m]

<~ p=2et G:OE]

ST 2in
Les solutions de E sont donc 0, 2, 2e’3, 2e 3 et leurs opposés.

4. Ecrivons z = x+iy avec x et y réels. Léquation est équivalente a (2x—3x)+i(—2y—3y) = 2+3i, c’est-a-dire
x=-2ety= —%- L'unique solution de I’équation est donc —2 — %i.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 14.

> Soit z € C une solution de I'équation. On a alors |E(z— 1)| = |z2 (Z— 1)|, d’ot1 |z| x |z — 1] = |z|?|z— 1] car
z—1etson conjugué z—1 on le méme module. Ainsi |z|(|z| -1)|z—1|=0,iez=0,z=1o0ulz|=1

> Les nombres 0 et 1 étant des solutions évidentes de 1'équation, il suffit de recherche les solutions de
I’équation sur U. Pour z€ U, on a

Ze-1) = 2E-1) e 1o 22(1_1)
Z <

— z-1=27*(1-2)
— (z-1)(z"+1) =0

— zef{l,—Ii,i}

> Les solutions de I'’équation sont donc 0, 1, —i et i.

COMMENTAIRE
Le lecteur aura reconnu une Analyse-Syntheése. On peut aussi, dans la synthese, écrire z sous forme trigo-
nométrique.

Voir I'énoncé.

SOLUTION 15. Soit zdans C.On a
(Z2+1)+ (2 —z-1) = (P +1+i(P-2-1)) (£ +1-i(*-z-1))

=(Q+D)z*—iz+1-i)(A-D*+iz+1+1i)
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On en déduit que z est solution de (E) si et seulement si (1+i)z>—iz+1—i=0ou (1—-1i)z* +iz+1+i=0.
Les discriminants de ces deux trindmes sont égauxa —9 = (31)2, d’ot1 les solutions de (E) : %, %, -1-1i
et—1+1i.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 16.

1. Puisqu'un nombre complexe z est réel si et seulement si z = z, E admet au moins une solution réelle si et
seulement sil’équation x? + x = a d’'inconnue réelle x admet au moins une solution. Or on sait que cette
équation admet au moins une solution réelle si et seulement si son discriminant A = 1 + 4a est positif ou
nul. Ainsi, E admet au moins une solution réelle si et seulement si a > —i.

2. On procede en deux temps.
> Détermination des solutions réelles lorsque a > —1/4 : z = x € R est une solution de E si et seulement

si x* +x—a = 0. Comme le discriminant vaut A = 1 +4a > 0, on trouve deux solutions réelles —L£¥1+44 Vzl”‘“-

> Recherchons les solutions non réelles de E sous la forme z = x + iy avec x € R et y dans R*.

z+7°=a = (x+iy+x-iyi=a
= @x+x*-y)+iy(l-2x)=a
— x+x*-y*=aet y1-2x)=0
— x+x2—y2:a et x=1/2
— y*=3/4-aet x=1/2

apres identification des parties réelles et imaginaires en se souvenant que y # 0. Comme 'équation
y? = 3/4—a d’'inconnue réelle y n’admet de solution non nulle que si a < 3/4, on en déduit la discussion
suivante :

T Si a > 3/4, E nadmet aucune solution non réelle.

+ Si a < 3/4, E admet deux solutions non réelles 1 +i,/3

- @
Résumons tout cela dans un tableau :
Valeurs de a Solutions complexes de E
a< —i 2 solutions non réelles et conjuguées : % +i \/ % -a
a= —i Une solution réelle et 2 solutions non réelles et conjuguées : —%, % + z\/ % -a
—i <a< % 2 solutions réelles et 2 solutions non réelles et conjuguées : _li‘ém, % + z\/ % —-a

a= % 2 solutions réelles : —%, %
a>3 2 solutions réelles : _liT‘/m
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Voir I’énoncé.

SOLUTION 17.

!

1. Posonsa:“Tzetﬁzla—u|+|a+ul.0na
2 N2
(z—2')? z+72 (z—2)
8% =2lal® +2|ul® + 2|a® — v?1? = 2|al* + 2|ul® + 2 | =2 +2|z7 | +2| —=—

4)z|? +412')? + 8|27 )12

= n = (12l +12l)

et comme § > 0 et |z| +|z'| > 0, on en déduit que |z| +|Z/| = 6 = %Z'—u’+ %Z,+u‘

2. D’apres les relations coefficients-racines, on a —m = O‘T“Lﬁ et aff = 1. En appliquant le résultat de la pre-
miére question a z = a et z’ =P (on peut alors choisir u = 1), on obtient

lal +1pl=1-m—-1|+|-m+1|=|m+1|+|m—1]

COMMENTAIRE

La relation |a — u|? + |a + u|? = 2|al? + 2| u|? est appelée identité du parallélogramme (la somme des carrés
des longueurs des diagonales d’un parallélogramme est égale a la somme des carrés de ses cotés). Elle se
démontre par un simple développement :

la—ul*+la+ul® = (a-w(a-u)+(a+uw (@a+u) = 2aa+2uu

Voir I’énoncé.

SoLuTION 18. Tout d’abord on peut supposer que p # 0 car lorsque p =0, les racines sont opposées et donc
2 2
de méme module. Cela étant, posons A = f—q ce quirevienta g = ff—)\. Le discriminant de I’équation est alors

p*(1— %) et ses racines s’écrivent g(—l + W) ol W est une racine carrée de 1 — % Comme p # 0, elles sont de
meéme module si et seulement si —1 + p le sont. Ceci équivaut au fait que p soit purement imaginaire (ou
nul), ouencoreal — % €] —00,0] et, enfin, a A €]0,1].

Voir I’énoncé.

SOLUTION 19. Notons E 'équation z” ="', Il est clair que 0 est solution de E. Soit z € C* une solution de
E. On a nécessairement |z|" = |z|""!, d’ol1 |z| = 1. Réciproquement, soit z € U. Le nombre z est solution de
E si et seulement si z" = z!7", ie z2"~! = 1. Comme toutes les solutions de cette derniere équation sont de
module 1, on en déduit que ’ensemble des solutions de E est Uy;,_1 U {0}.

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 20. Puisque w # 1, on a
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2024-2025
® w? 0+ +0t+w’  o+oi+ot+o’
+ = =
1+w? 1+0* 1+0?+w*+ob wz—}
v

Deplusw’=1doncowd®=wetl+w+...+0®=0,0ona

) )
5+ ;= 1+w)(-1-0°-0%) = -1+’ +0°
l1+w l1+w
Puisque —&- = ©*_ _ on obtient
qQue 755 = 11170 1+w’
_ A+o)(- 1+0?+0°)+0' -1-0+0?+0’+o*+0’+0® -l-w-1-o0 )
(04 = = = —
1+w l1+w l1+w

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 21. On notera I’équation E a chaque fois.
1. Puisque 0 n’en est pas solution, on a

z+10)3

zestsolutionde E <— (—
z

=—i=i

z+i
— Jkel0,2], — =ij*
V4

— EIke[[O,Z]],(ijk—l)z:i

= 3ke[0,2], 2= —p— (carij*~1#0)
ijr—1

D’ou les solutions : %", —téit}g) e 1+E2(2 \/\{;)

1
2. Il est clair que 0 n’est pas solution de (E). Pour tout nombre complexe z dans C*, en posant Z = z+ —, on
aque: “
_ ) 2 1
zestsolutionde (E) < 2z?|z°-2z— l1-—-+—]=0
z z
= 7?-27-3=0
— ((Z-3)Z+1)=0

1
car Z* — 2 = z* + —. Ainsi, pour tout nombre complexe z dans C* :
z

1
zestsolutionde (E) <— Z=z+-=-1 ou Z=z+—=3
z z

— Z°+z+1=0 ou z°-3z+1=0

Les discriminants des trinomes précédents valent —3 et 5, d’ou les solutions de I'équation (E), les solu-
3-V5
_ et #.

tions sont donc les nombres suivants : j, j2, 5
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2

3. Comme —2+iv12= 4e%, ona

— {_\/zeinIB V266 _\/5g2m/3 \/Qezm/s}

Voir I’énoncé.

SOLUTION 22.

1. Posons S = a+p et S = af. On sait que w° =1 et Z‘}C:Owk =0.AinsiS=-1et
P=(w+0) 0 +0’) =0’ +0*+0l+0’ =0 +0*+0’ + 0t = -1
Les nombres a et f sont solutions de 'équation z> —Sz+P =0i.e. zZ2+z—1=0.

2. Les solutions de z2+z—1 = 0 sont _1%‘/5 Ora=w+w*=0+o=2cos 2 etp = w?+0® = w?+0? = 2cos -

En particulier, a € R} et p € R*. On en déduit que o = _1%‘/5 etp= _1%‘/5-

n_ _ARY _ e dm — 14V,
3. Onacos? =cos(n— ) =—-cos & =4
T TU

f€[0,m doncsing >0dousing =4/1-cos? % = %5-

De plus,

)]

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 23.

> On remarque que —i est solution de I’équation.
> Soitze C\{-i}.Ona
(22 +1)" = (z+D*"=0 = (z+ )" ((z= )"~ (z+1)") =0
— (z—-)"-(z+D)"=0
=
— |— =1
z+1

z—1 .
— Jke[0,n-1], =— = ikm/n
zZ+1

— Jke[0,n—-1], (eZikn/n_l)Z: _i(1+62ikn/n)

t Pour k = 0, I'équation (e*¥™/" — 1) z = —i (1 + ?"¥"/") = 0 n’admet aucune solution.

t Pour ke [1,n—1], (e**/" —1) z= i (1 + 2/¥"/") = 0 admet une unique solution :

.1+62ikn/n kTt

zZ= = —cotan (—)
n

—! ezikn/n -1
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On en déduit '’ensemble des solutions de I'équation initiale {—i} U { —cotan (k—,f) ikell,n—-1] }

Voir I’énoncé.

SOLUTION 24.
1. > Soitze C\{1}.0On a
z+1\" z+1 2ikn
=] < 3Fke[0,n-1], — =e n
z—1 z—1
ikm ik
— 3Jke[0,n—1], (1—e27)z: —(1+e2n )
t Pour k =0, 'équation (1 - eZiIfn) z=- (1 + e%) n’'a aucune solution car s’écrit 0 = —2.
t Pour k € [1,n—1], 'équation (1 - eZir’fn) z=— (1 + e%) admet une unique solution :
z=- =

= —jcotan|—
n

2ikn ~ .,
l—-en zsm(k—’f)

Les solutions de I’équations sont donc les nombres —icotan (k—,f) pour k€ [1,n—1].

COMMENTAIRE

Ily a n—1 racines distinctes puisque la fonction cotangente est strictement decroissante sur l'inter-
valle 0, m[.

> On remarque que z verifie 'equation si et seulement si —iz est solution de ’equation précédente. Les
racines sont donc les nombres cotan (%") oukel[l,n-1].

2. Soitze C\{1}.0On a

(z+1)” _pind (z+le_ie)” 1

z—1 z—1
z+1 ikn
<~ 3Jke[0,n-1], = e n” el®
Z_
2ikn+in0® 2ikn+in6
<=>EIIC€[[O,n—1]],(1—e : )z:—(1+e—n )
ikn+in km , O
oM COS(?"‘E) _ kn 0
— Jke[0,n-1], z = — o = = —jcotan|— + —
l-e n isin(k—;+g) no 2

La troisieme équivalence étant justifiable ainsi : puisque 6 # 0 [27”], on a nf # 0 [2n] donc o #1

pour tout k € Z.

3. Pour z€ C\{1}, notons A := (%i)n Lequation est equivalente a A+ = 2cos(n), ie B*—2cos(n)B+1 = 0.

Ce dernier trindbme a pour discriminant —4 sin?(n0), ses racines sont donc e*#"9,

> Cas 1 : nB =0[2pi]. Léquation initiale est équivalente a celle de la premiere question d’ot les solu-
tions :

. kn
—lcotan(7) pour ke [l,n-1]

LLG-HX6 Exercices 3 a» 21



2024-2025 Laurent Kaczmarek

> Cas 2 : n6 # 0[2n]. Léquation initiale est équivalente a (££1)" = ¢i70

z+1)" _ eine — ,—ind
z—1 - -
ramené a I’équation du 2., d’ou1 les solutions :

e , on est

. kn ©
—icotan 7J_r§ pour k€ [0,n—1]

Voir I'énoncé.

SOLUTION 25.

> Méthode 1. Comme i n’est pas solution, z est solution si et seulement si Z°=1,00Z= L‘rg On en déduit

(apres des calculs classiques) les solutions de I'équation —tan (%) ou ke [0,4].

> Méthode 2. Par la formule du bindéme, on obtient (1 —iz)° — (1 +iz)° = iz(—2z* + 20z — 10). En posant
Z = z?, on est donc amené a résoudre —272 + 20Z — 10 = 0, équation du second degré de discriminant
A =320 = (8v/5)2. On en d éduit les solutions de I’équation initiale : 0, +v/'5— 2v5 et +v/5+2v/5-

> Application au calcul de tan(nt/5). D’apres les variations de la fonctions tangente, —tan(m/5) est la plus
grande des racines strictement négative de 'équation. Ainsi tan(n/5) = v/5 — 2v/5-

Voir I’énoncé.

SOLUTION 26.

.3_1
1. Commej;él,ona1+j+j2:]j . =0.

2. Soit (a,b,c,d) € Z*. On a (a+ jb) + (c+ jd) = a+c+ j(b+d) € Z[j] car a+ c et b+ d sont des entiers
relatifs. De plus, on a

(a+jb)(c+jd) = ac+j*bd+ j(bc+ad) = ac—bd+ j(bc+ad—bd) € Z[j] (on a utilisé la relation j%=—j—1)

car ac — bd et bc + ad — bd sont des entiers relatifs. Ainsi Z j] est stable par I'addition et le produit.

2im/3 —2im/3 _ e4in/3

3. Soit (a, b) € Z.. Comme le conjugué de j =e este =j% ona

la+bj|*=(a+bj)a+bj®) = a*+j°b* + ab(j + j5) = a® + b* — ab

carj+j2:—1.Ainsi|a+bj|2€Zetpuisque|a+bj|2>0, ona|a+bj|2€]N.

4. Pourtoutze C,onazl=1 < (Z*-1)(z2+1)=0 < z8=1 ou (-2)® = 1. Comme Uz = {1, j, j*}, on
en déduit que Ug = {~1,-j,—j?, 1, j, j*}. Puisque j?> = —1— j, on a clairement Ug < Z[].

5. On pose Z[j]* :{ueZ[j];%EZ[j]}.

a. Comme l'inverse d'une racine sixiéeme de 1'unité est une racine sixieme de I'unité et Ug < Z[j], on a
UG C Z []] x .
2

1
—— € IN. On en déduit que |u|?> = 1, d’ot1

b. Soit u € Z[j]*. D’apres la question 3, on a |u|*> € N et = TE

lul=1,ie ueU.
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c. Soit u € Z[j1* et (a,b) € Z? tel que u = a+ jb. Par la question précédente et le calcul effectué a la
question 3, on a a®+ b?> —ab = 1, ie (a— b/2)?> +3b*/4 = 1. En particulier, 3b%/4 < 1,ie |b| < 1 car be Z.
Sib=0,alorsa=+1;sib=1,alorsa=00oua=1;etsi b=-1, alors a=0ou a = —1. Ainsi, u est égal
a+l,j,1+j=—-j% —jou—1-j=j? Ainsi, u € Ug, d'ot1 Z[j]* < Ug puis Z[j1* = Ug par la question
4.a.

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 27.

1. D’apreslarelation coefﬁqients-racines, ona z;(f)+2z(t) = 2(cos t+isin r) = 2¢'! et donc I'affixe du milieu
de [M;M2] vaut ZITHZ =e'!, Lorsque t décrit ] — 7, 7t[, le milieu de [M;M2] décrit le cercle trigonométrique
privé du point d’affixe —1.

2. Le discriminant du trinéme z2 —2e'’z + 2ie'!sin ¢ vaut A = 4¢%'* — 8ie'’sin t = 4¢'! (e” —2isint) = 4. Ses
racines sont donc les nombres Ze;ﬁ =ell+1.

3. Onaz (f) = e/’ +1=2cos(L))e'? et z(r) = €' — 1 = 2isin (%) e/s = 25in (L) ! 7"
> Puisque £ € | -2, %[, onalz ()| =2cos ] etargz (¢) = £ [27].
> Sit=0,alors z, =0.
> Si0< r<m, alors |2z,| = 2sin(£/2) et arg(zx (1)) = 52-
> Si—m<t<0,alors |zy| = —2sin(f/2) et arg(zy (1)) = % + .

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 28.
1. Soitze C\ {1} et (x,y) e R?>telque z=x+iy.Ona

z—1iz 3 z(1-1)

Les points d’affixe 1, z et i z sont alignés <= = 1 eR
z— z-
z1—-i) z(1-i) z(+10)
z—-1  z-1  z-1

z0l-DEZ-1)=z0+)(z-1)
—2ilzP+(i-1z+(1+)z=0

X+ y-x+y=0

=) +bre3) =3
X—= - ==
2 y 2 2
Le nombre complexe 1 étant une solution évidente, le lieu des solutions est donc le cercle de centre
d’affixe 15* et de rayon v2/2.

poret

|

2. Soit ze C tel que z+Z # 1 et (x, y) € R? vérifiant z= x+iy.On a
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2 —
_ . zZ°-z
Les points d’affixe z?, 1 — z et Z sont alignés < 1-z-3 eR
-z-2

— z°-Z€eR carl-z-z€eR

= x*—y*+2ixy-x+iyeR
— y2x+1)=0

1
<=>y:00ux:—§

Si z+z = 2x =1, alors z est clairement solution car deux des trois points sont confondus. Le lieu des
solutions est donc la réunion des deux droites verticales définies par Re z = +1/2 et de I’axe des abscisses.

Voir I’énoncé.

SoLUTION 29. Notons a, b, ¢, d, p, q, 1, s les affixes respectives des points A,B,C,D,PQ,R,S.

D’apres les constructions de I’énoncé,
b-p=-ila-p),c—qg=—-ilb—q),d—r=—i(c—r),a-s=—i(d-5s)

Aiinsi (i +1)(p—r)=(b-d)+i(a-c)et(i+1)(g—s)=(c—a)+i(b—d)doui(p—r)=(q—s). Onen déduit
que (PR)L(QS) et PR=QS.

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 30.

Quitte a effectuer une homothétie (qui laisse invariants 1'orthogo-

nalité et les rapports de distances), on peut supposer que le repere I
(O, 0A, 0B) est orthonormé. Dans ce repére notons c I'affixe du point
C. Puisque D est I'image de C par le quart de tour direct de centre O,
I'affixede Destic.OnadoncA(1), B(i), C(c), D(ic) etI((i+c)/2). Ainsi
AD est d’affixe ic—1 et OI est d’affixe ’;—C Puisque ic—1=2i x ”TC, on
aAD 1Ol et AD =20l.
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Voir I’énoncé.

SoLuUTION 31.
1. Ona

i
ABC est équilatéral direct < AB = AC et (AB,AC) = 3 [27]

— =e3

b-a
c—a+j*(b-a)=0

—
— a+j’b+c=0 (carl+j+j2=0)
< a+ jb+j?c =0 (aprésmultiplication par j% qui est non nul)

De plus, ABC est équilatéral indirect si et seulement si ACB est équilatéral direct, ce qui équivaut aussi a
a+ jc+ j?b = 0 par le point précédent.

UNE VARIANTE PLUS ABSTRAITE

Voici une preuve plus expéditive, faisant appel aux transformations complexes affines. Un triangle est
équilatéral direct si et seulement si s’il se raméne par une similitude directe ou une translation au tri-
angle équilatéral direct d’affixes 1, j, j%. Or pour ce dernier la relation a+ bj + cj* = 0 est vraie car
1+ jx j+ j? x j? = 0. Pour conclure il suffit alors de remarquer que la relation a+ bj + cj? = 0 est
invariante par une transformation de la forme (a, b, ¢) — (aa +p,ab +f,ac+p) ot # 0.

2. D’apres ce qui précede, ABC est équilatéral si er seulement si p:= (a+ j°b+ jc)(a+ jb+ j*c) estnul. On
conclut en remarquant que :

p=a’+jab+ j2ac+ j?ab+ b* + jbc+ jac+ j*bc + ¢
=a>+ 0>+ +(j+j)ab+ (j+ jHac+(j + j2) be

=a*+b*+c*—ab-ac—bc
COMMENTAIRE
L'utilisation de la relation bien connue 1 + j + j? = 0 permet d’alléger sensiblement les calculs.

Voir I'’énoncé.
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