Exercices 1 Logique et raisonnements mathématiques

And remember, if you
need any more help, my
door is ALWAYS open!

Wait.. the door is
closed..therefore
| DON'T need any
more help!
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I. Quantificateurs

EXERCICE 1. IND § SOL Vocabulaire sur les fonctions
Soit f: R — IR une fonction. Ecrire a 'aide des quantificateurs V et 3 les proposition suivantes :

1. f estla fonction nulle; 5. f(x) =0 aune unique solution dans R;
2. f n'est pas constante; 6. f n'est pas nulle;

3. f2=u; 7. f nes’annule pas sur R;

4. f=uou f=-u; 8. f estbornée.

Attention, aux numéros 3 et 4, u désigne la fonction constante égale a 1.

EXERCICE 2. IND § SOL Vx3y VersusdyVx
Soit & un prédicat a deux variables x et y. Déterminer laquelle des deux propriétés implique 'autre :

Vx, 3y, Z(x,y) et Ay, Vx, P(x,y)

On justifiera sa réponse et, on déterminera un exemple de prédicat & sur R?, pour lequel I'implication
réciproque est fausse.

EXERCICE 3. IND § SOL Négations
Ecrire la négation des formules suivantes :

1. x=y=z; 7.VYneZ,(n>0o0un<0);

2. c>1 = ab > c?; 8. (VneZ,n>0)ou(VvneZ, n<0);
3. 3meN, VnelN, mdivise n; 9. Vxe]R,(VyE]R, xy:O) = x=0;
4. VaeQ,JuelN, 10%ac Z; 10. VxeR,VyeR, (xy=0 = x=0);
5. 3a>0, Ve>0, a < ¢€; 11. 3ne N, Vme N, n+ m est pair;

6. dnge N, Vn > ng, 2" > n?. 12. Vxe R, x22y.

Parmi ces formules, trouver celles qui sont des énoncés et déterminer s’ils sont vrais.

EXERCICE 4. IND § SOL } Une équivalence
Soit u := (u#,) >0 une suite de nombres réels. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

P1(u):Ve>0,InelN, u, <e et P(u):Ve>0,dnelN, u, <ce

Sont-elles équivalentes a Z3(u) : An€ N, u, < 0?
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EXERCICE 5. IND § sOL Une équivalence

Soit f: R — R une fonction. On dit que f est strictement croissante si V(x,y) e R?, x < y = f(x) < f(y).
Montrer que f est strictement croissante si et seulement si

V(a,b)eR?, a<b < f(a) < f(b)

EXERCICE 6. IND § SOL M Détermination d’'une CNS

Déterminer, en fonction des réels a et b, une condition nécessaire et suffisante de chacune des propriétés
suivantes :
1.Vx€ [0,1],ax+b > 0O; 2.Vx€l0,1[,ax+b > 0.

II. Disjonction de cas

EXERCICE 7. IND § SOL Un zeste d’arithmétique
Soit n € IN. Montrer qu'’il existe m € N tel que n + m soit impaire et nm soit pair.

EXERCICE 8. IND § sOL » Une infinité d’inéquations
Déterminer les nombres réels x tels que Vne IN , x"*2 < x"1 + x",

EXERCICE 9. IND § soL M Un zeste d’arithmétique
On a démontré dans ALG 1 le théoréme de la division euclidienne dans IN :

VbeN*, VaelN,3!(q,r)eIN?, a=bg+r et 0<r<b
En déduire son analogue dans 7 :

VbeZ*,VaeZ,3!(q,r)€Z?, a=bg+r et 0<r<|b|

III. Raisonnement par récurrence

EXERCICE 10. IND § SOL Raffinement de I'identité de Bezout
Montrer que tout entier supérieur ou égal a 8 peut s’écrire 3a + 5b pour certains a, b dans IN.

Zn)

EXERCICE 11. IND § SOL Une majoration de 7 (*/

1x3x...x2n-1) <
2x4x...x2n \3n+1

Démontrer que Vn e IN*, puis justifier le titre de cet exercice.
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EXERCICE 12. IND § SOL A Equation de Pell-Fermat
Lutilisation de la formule du bin6me est interdite dans cet exercice.

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe des entiers naturels a,, et b, tels que
(3+2v2)" = ay+ b, V2
2. Pour n € N, exprimer (3-2v/2)" en fonction de aj, et b,,.

3. En déduire qu'il existe une infinité de couples d’entiers (x, y) € IN? tels que x*> —2y? = 1.

EXERCICE 13. IND § soL M Technique de minoration a priori

. e an
On note (ay) el la suite définie par ag = a; =1 et ap42 = an+1 + 1 pour tout n € IN.
n

1. Montrer que Vne N*, a, < n.

2. Déterminer des réels A et u strictement positifs telsque Vne N , a, > An+p.

EXERCICE 14. IND § SOL M) L'inégalité arithmético-géométrique
On se propose de démontrer I'inégalité arithmético-géométrique, ie

n 1 n
VneIN*, Y(xy, -, xp) € RY, {[]]xi < ;in
i=1 k:1

1. Soit x et y dans R, tels que xy = 1. Etablir que x+ y > 2.
2. Soit x et y dans R tels que x < 1 < y. Démontrer que xy+1 < x+y.

3. Soitne N\{0,1} et ay, ..., a,dans Ry telsque a; x a, x---xap=leta; < a; < --- < a.
Démontrer que a; + a, = 1+ ajay.

4. Soitne N\{0,1} et ay, ..., a, dans R;. Démontrerque a; xax x---xa,=1 = ay+a +---+a, > n.

5. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique.

EXERCICE 15. IND § SOL M) L'inégalité arithmético-géométrique — démonstration de Cauchy

Pour n € N*, on note & (n) la propriété suivante :

X1+ x4+ x,\"

4@(") . V(xl)x2)---)xn)€(Ri)n) X1X2:Xp < n

1. Montrer £2(2).
X1+Xo+--+Xp-1

2. Montrer que Vn € [2,+oco[, ¥ (n) = £ (n-1).0n pourra poser x, = =

3. Montrer que Vne IN*, #(n) = £?(2n). On pourra appliquer & (n) a (xy,..., X,) puis (X,+1,..., X2,) et
conclure en utilisant judicieusement & (2).

4. Montrer & (n) pour tout entier n > 2.
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IV. Analyse-synthese

EXERCICE 16. IND § SOL
Déterminer les solutions f: R — R de I’équation suivante : V(x,y) € R?, fO+fy)=2f(x-y)+1.

EXERCICE 17. IND § SOL Existe-t-il un logarithme sur R, ?
Déterminer les fonctions f: R — R telles que V(x, y) € R?, f(xy) = f(x)+ f(y).

EXERCICE 18. IND § SOL » Une équation fonctionnelle
Déterminer toutes les fonctions f de R dans R telles que V(x, y) € R?, f(x+ ) — f(x—y) = xy.

EXERCICE 19. IND § sOoL M Une équation fonctionnelle
Le but de I'exercice est de déterminer toutes les fonctions f: R — R telles que

V(x,y) €R?, xf(0)+y° + flxy) = flx+y)* = fFOf() B
On procede par Analyse-synthese.
1. Soit f : R — R une fonction vérifiant (E).
a. Déterminer f(0).
b. Montrer que Vye R, f(y)? = y2. Que peut-on en déduire sur f ?
c. Montrerque Vxe R, f(x)=x.

2. Conclure.

EXERCICE 20. IND § sOL M CNS d’écriture comme somme et produit de deux réels
Déterminer, en fonction des réels s et p, une condition nécessaire et suffisante de la propriété suivante :

I(xp, x2) ER?, x1+x2=5 et X1Xo=p
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V. Indications

INDICATION 1. Ne pas confondre les propositions f # 0 et f n’est pas nulle.

Voir I'énoncé.

INDICATION 2. On pourra, par exemple, chercher un prédicat portant sur des inégalités.

Voir I’énoncé.

INDICATION 3. Seules les formules de 3 a 11 sont des énoncés et, parmi elles, seules 3,6,7 et 9 sont vraies.

Voir I’énoncé.

INDICATION 4. Une des deux implications entre #; (u) et &7, (u) ne nécessite aucune démonstration.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 5. Procéder par double implication. Supposons f strictement croissante et fixons (a, b) dans
R?. 1l n'est pas difficile de vérifier que a < b = f(a) < f(b) en faisantla disjonction de cas a=beta< b.
Penser a la contraposition pour la réciproque.

Voir I'énoncé.

INDICATION 6. Les deux propriétés sont équivalentes. On pourra se forger une intuition géométrique au
moyen de la fonction x — ax + b.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 7. Il n’est pas difficile de construire « un m qui convient » si on connait la parité de n.

Voir I’énoncé.

INDICATION 8. On peut factoriser chacun de deux membres par x”.

Voir I’énoncé.

INDICATION 9. On pourra se ramener au cas ou b > 0 puis effectuer une disjonction suivant le signe de a.

Voir I'énoncé.

INDICATION 10. Trouver un entier non nul A tel que si la propriété est vraie pour n — A, alors elle est vraie
pour n.

Voir I'énoncé.

INDICATION 11. Raisonner par récurrence.

Voir I’énoncé.
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INDICATION 12. Conjecturer une formule au 2. apres avoir examiné les « petites valeurs » de n. Attention a
bien justifier 'infinité demandée au 3.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 13. Au 2., on pourra essayer de chercher A et p tels que la propriété soit héréditaire a partir
d’un certain rang et correctement initialisée.

Voir I’énoncé.

INDICATION 14. Au 2., factoriser x + y — xy — 1. Raisonner par récurrence au 4.

Voir I’énoncé.

INDICATION 15. Au 2., en faisant le choix de 'indication pour (x1, X2,...,X,-1) € (R*)""!, déduire de 2 (n)
que x1x2--- X, < X, puis en conclure Pn-1).

Voir I'énoncé.

INDICATION 16. Il n'y a aucune solution.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 17. On trouve une seule solution par analyse synthese.

Voir I’énoncé.

INDICATION 18. Procéder par analyse synthese. Essayer de calculer f(x) en fonction de x et f(0) dans I'ana-
lyse.

Voir I'énoncé.

INDICATION 19. Attention au 1.b., on a f(y) = y ou f(y) = —y mais a priori ce signe peut varier avec y.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 20. Effectuer une analyse synthese. Si x;+x2 = s et x; xo = p, alors il n’est pas difficile de trouver
un trindme du second degré dont x; et x, sont les racines.

Voir I’énoncé.
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