ExerciceS 5 | Nombresréels

Manipulation des inégalités sur les nombres réels, partie entiere et bornes.
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I. Inégalités

EXERCICE 1. IND § SOL Minoration d’un produit
Soit n e IN*

n n
1. Soit x1,..., x, des réels positifs. Montrer que H Q+x) =21+ Z X.
k=1 =

2. Soit y1,..., ¥, des réels supérieurs ou égaux a 1. Etablir que n + H ye=>1+ Z Vi

k=1
EXERCICE 2. IND § SOL Une équation a parametre
Soit a € R. Résoudre dans R I'’équation (E,) : X—ax=|x-al.
EXERCICE 3. IND § SOL Une inéquation
Résoudre dans R I'inéquation vx—-1 > x—
EXERCICE 4. IND § SOL Une inégalité sans intérét !
Prouver que Vx,y€ R, 1+|xy—1] < ([1+]y—11) (1 +[x—1]).
EXERCICE 5. IND § SOL Une minoration
Soitne N* et xy, ..., x, dans R}. On se propose de démontrer de deux facons différentes 'inégalité :
1 2
(%) Z X Z >n
i=1

1. Démontrer (x) en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1
2. Justifier que, pour toutréel x >0,ona x+ — > 2.

X
3. En déduire une nouvelle démonstration de (x).
EXERCICE 6. IND § soL Une fonction sous-additive

X

Soit f: R — R définiepar Vxe R, f(x) = 1-||-|| |.

X

1. Vérifier que f est croissante sur R ;.

2. En déduire au moyen de 'inégalité triangulaire que V(x, y) € R?, fx+y) < fx)+ fy).

EXERCICE 7. IND § SOL » La troisiéme inégalité de Cauchy

1. Soient ne N*, ay, ..., ay et B, ..., P, des réels strictement positifs. Montrer que

min [—|<{— < max |—
1<j<n\Bj) " Prt+PBn 1< (P
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2. Soient m€ N, P(X) = p;,, X" +--- + p1X + pg un polyndme 2 coefficients strictement positifs. Etablir que,
pour tout0 < x < y,
(x)m P(x)
<——«1

EXERCICE 8. IND § SOL Majoration d’un produit
n 1
Pour tout entier naturel n non nul, on pose 1, := [ | (1 + —2)
ol k
1 1 1
1. a. Etablir que, pour tout k > 2, — —-
2 k-1 k
b. En déduire que Inn,, < 2 puis 71,, < e? pour tout entier naturel 7 non nul.
k2

2. a. Etablir que, pour tout k >2, 1+ — iz S k-D(k+1)

b. En déduire que m;, < 4 pour tout entier naturel » non nul.

EXERCICE 9. IND § SOL M Variations sur I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1. Soitne N*, (ay,...,a,) € R" et (by,...,b,) € R". Apres avoir développé Z (arbg—agby)?, donner une

1<k 0<n
nouvelle démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
1

n
Vit ¢ ———.
11?:"1 V2{/1-p?

3. Soit ne N*, (by,...,by) e R" et (ay,...,a,) e R telsque ay > a, > -+ > ay—1 > a, >0 et

1
2. Soit p€]0,1[ et n € N. Démontrer que n
n

k

k
Vkell,nl, ) ar < ) b

=1 =1

k
OnposeAp:=0 et Vke[l,n], Ay := Z(bg —ayp).
=1
n n-1
a. Démontrer que Z a;(b; —a;) = a,A\, + Z (a; —aj+1)A;.
i=1 i=1
n n n n
b. En déduire que Z a? < Z a;b; puis que Z a? < Z b?.
i=1 i=1 k=1 k=1

EXERCICE 10. IND § SsOL M Moyenne et écart-type
n

Soit ne€ IN* et ay, ..., a, des nombres réels tels que Z a; =0.

i=1
; 2
Zlail) .

n
1. Etablir que )_a? < =
i=1
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1 n n 1 n
2. Soit by, ..., b, des nombres réels. Onpose u=— Y _b;, o= \/ (bi—w? et o' ==> |b;—pl.
ni=1 i=1 =1

n
Démontrer que o < 4/ > o

S|

EXERCICE 11. IND § SOL M) L'inégalité arithmético-géométrique
On se propose de démontrer 'inégalité arithmético-géométrique, ie

n 1 n
Ve N*, Vin,-,x) € RY, {/[]x < — D i
i=1 k=1

1. Soit x et y dans R, tels que xy = 1. Etablir que x + y > 2.
2. Soit x et ydans R tels que x < 1 < y. Démontrer que xy+1 < x+ .

3. Soitne N\ {0,1}etay, ..., a,dans Ry telsque a; xa, x---xap=1leta; < ay < --- < ay.
Démontrer que a; + a, > 1+ ajay,.

4. Soitne N\ {0,1} et ay, ..., a, dans R;. Démontrerque a; xay x---xa,=1 = ay+a, +---+a, > n.

5. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique.

EXERCICE 12. IND § sOL M Technique

2 n-1 k 2 n-1 k
Soitn>2.P < - .
oit n rouver que ———— k;l — L Gi?

EXERCICE 13. IND § SsOL M Une nouvelle preuve de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
Dans cet exercice, on propose une nouvelle démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2 2
1. Démontrer que pour tout (a, b) € R? et tous x et y dans R*, ona (a+ b)* < (x+) (? + —) .

y
2. Etablir que, pour tout n € IN*, tout (ay, ..., a,) € R" et tous réels strictement positifs x1, ..., x, :
2 2 2
a+--+a a a
( 1 n) < _1 4+ e+ _n
X1 + -+ Xn xl xn

3. En déduire une nouvelle démonstration de 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n 2 n n
VrnelN*, V(ay,..., 0, P1,...,Pn) € R, (Z (xiﬁ,-) < (Z a?)( ﬁf)
i=1 i=1 =1

1

EXERCICE 14. IND § SOL M A nouveau Cauchy-Schwarz
Cet exercice a pour objectif de donner une nouvelle démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On
fixe n € IN* et on considere ay, ..., an, by, ..., b, des réels positifs.
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B A
1. Démontrer que Yk € [1,n], V(A,B) € (R*)®, arbi < a. —bz-

n
2. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz : Z arby <[ ) aiy| Z b3.
k=1

-» Cauchy-Schwarz

II. Partie entiere

EXERCICE 15. IND § SOL > Une relation sur la partie entiére

x+1 X
Prouver que Vx € R, {TJ + bJ = |x].

EXERCICE 16. IND § sOL > Une propriété de la partie entiére

Prouver que Vx € R, Vne IN*, { Lnx] J lx].
n

III. Bornes

EXERCICE 17. IND § SOL Etude d’un ensemble
vVn+m

n++ym

Lensemble A = { s (n,m) € (N*)° } admet-il une borne inférieure ? supérieure ?

EXERCICE 18. IND § sOL > Un classique
1 1 1

Existence et calcul de infA ol A = { (X1 +X2+---+Xp) (— +— 4+ —|; (X1, X2,...,X5) € (]Ri)n }
X1 X2 Xn

EXERCICE 19. IND § sOL > Bornes d’une somme de parties

Soit A et B des parties non vides de R. On définit A+ B :={a+ b; (a, b) € A x B}. Montrer que si A et B sont
bornées, alors A + B I'est aussi et que inf(A + B) = inf(A) + inf(B) et sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

EXERCICE 20. IND § SOL > Keep cool

Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. Montrer que AU B est non vide et bornée et que
sup(AUB) = max (sup(A),sup(B)) et inf(AUB) = min (inf(A), inf(B)).

EXERCICE 21. IND § SOL & Sur la créte
Soit f : R — R une fonction majorée.

1. Pour y € R, onnote f*(y) := sup{ f(x); x < y}.Justifier la définition de f*.
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2. Calculer sin*.
3. On suppose que f est croissante. Que dire de f* ?
4. Lafonction f* est-elle monotone ?

5. Soit g: R — R majorée. Comparer (f+g)* et f*+g*. A-t-on(f+g)*  =f"+g*?

EXERCICE 22. IND § SOL M Parties adjacentes
Soient A et B deux parties non vides de R telles que

V(a,b)eAxB,a<b et Ve>0,3I(a,b)ecAxB b—a<e

Démontrer que sup A et infB existent et vérifient sup A = infB.

EXERCICE 23. IND § sOL M Sup des inf Vs. inf des sup
Soit f : R? — R bornée.

1. Démontrer que sup inf f(x,y) < inf sup f(x, y).
xeRVER YER xeR

2. Donner un exemple de fonction pour laquelle cette inégalité est stricte.

EXERCICE 24. IND § SOL M Calcul d’'une borne inférieure
On pose Q := {cos(x) + cos (\/Ex) ;X E IR}.

[u-—

. Justifier que Q admet une borne inférieure.

[\

. Montrer que pour tout 7 € IN, il existe un unique couple d’entiers relatifs (a,, b,) tel que

(\/E—l)n:a,ﬁ\@bn

3. Justifier que, pour tout n € N, a, est impair et b, ala méme parité que n.
4. Démontrer que cos ( \/§b2n+17[) - -1.
—00
5. En déduire la valeur de inf Q.
EXERCICE 25. IND § sOL M D’apres X-PC 2000

Soit f: R — R une fonction croissante telle que f(—1) > —1 et f(1) < 1. On va montrer que f a un point fixe,
c’est-a-dire qu'il existe xo € R tel que f(xg) = xo. On pose A={x€[-1,1]; f(x) > x}.

1. Vérifier que A est stable par f.
2. Montrer que A admet une borne supérieure. On note xy = sup(A).

3. Etablir que xj € A. En déduire que f admet un point fixe.
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IV. Indications

INDICATION 1. Raisonner par récurrence sur n au 1. (par exemple). Le 2. est une application du 1.

Voir I'énoncé.

INDICATION 2. La rédaction finale doit prendre la forme d'une disjonction de cas : si a..., alors E,; admet
pour solutions...

Voir I’énoncé.

INDICATION 3. Elever au carré avec les précautions d’usage.

Voir I'énoncé.

INDICATION 4. Il suffit d’appliquer judicieusement I'inégalité triangulaire.

Voir I’énoncé.

INDICATION 5. Au 3., on pourra scinder la somme «en trois paquets » selon les conditions d’indices sui-
vantes : i=j,i<jetj<Ii.

Voir I’énoncé.

INDICATION 6. Au 2., utiliser le 1. et I'inégalité triangulaire.

Voir I'énoncé.

A « o
INDICATION 7. Remarquer que, Yk € [1, 7], min (—) —* < max ( ])
Bj ﬁk 1<j<n\pB;

1<j<n

Voir I'énoncé.

INDICATION 8. Télescopage dans une somme au 1., dans un produit au 2.

Voir I’énoncé.

INDICATION 9.

Voir I’énoncé.

INDICATION 10. Développer la somme Z _,lail au carré.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 11. Au 2., factoriser x + y — xy — 1. Raisonner par récurrence au 4.

Voir I’énoncé.

INDICATION 12. Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Voir I’énoncé.
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INDICATION 13. Raisonner par récurrence au 2.

Voir I'énoncé.

INDICATION 14. Inégalité AG au 1.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 15. On peut par exemple discuter selon la parité de | x].

Voir I’énoncé.

INDICATION 16. On peut par exemple remarquer que |nx] = n|x] + [n{x}].

Voir I’énoncé.

INDICATION 17. L'ensemble A n’est pas majoré.

Voir I'énoncé.

INDICATION 18. Pensez a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 19. Revenir a la caractérisation « epsilonesque ou utiliser des suites minimisantes (ou maximi-
santes).

Voir I’énoncé.

INDICATION 20. S’en tenir aux définitons.

Voir I’énoncé.

INDICATION 21. utiliser Qy, := { fx);x < y} pour y € R, notamment pour montrer que f* est croissante.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 22. Commencer par justifier que sup A < infB puis raisonner par I’absurde (par exemple).

Voir I’énoncé.

INDICATION 23. Pour une partie non vide de R majorée et un réel M, supA < M équivauta Vae A, a <M.

Voir I’énoncé.

INDICATION 24.

Voir I’énoncé.

INDICATION 25. Utiliser la croissance de f au a.

Voir I’énoncé.
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V. Solutions

SOLUTION 1.

1. Raisonnons par récurrence. Pour n € IN*, notons HR(n) la proposition :
n n
V(x1,..0x0) € RD®, [TA+x0) =21+ ) xi
k=1 k=1
> HR(1) est clairement vérifiée.

> Soit n € IN*. Supposons HR(n) vérifiée. Soient des réels positifs x1,..., x,, X,+1. Par HR(n) et puisque
1+x,,1>0,0na

n n n+1 n n+1
A+ xp41) [J A +x0) > (1+xn+1)(1+ Zxk) =1+ ) Xp+Xpe1x ) X =1+ xx
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

car X;4q X 21'3:1 X > 0. Ainsi HR(n + 1) est vérifiée.
2. Posons, pour tout k € [1, n], xx = y — 1. Ces réels sont positifs et 'on déduit du 1. que
n n n
[Tve=1+) k-D=1-n+) y
k=1 k=1 k=1
doun+II7_ vk Z21+X7_ Vi

Voir I’énoncé.

SOLUTION 2.

> Résolution sur [a,+oo|. Pour x > a, (E,) équivaut a x> — (a+ 1)x + a = 0, équation du second degré de
discriminant A = (a+1)> —4a = (a—1)? etderacines a et 1.

> Résolution sur] — oo, al. Pour x < a, (E,) équivaut a x*> — (a—1)x — a = 0, équation du second degré de
discriminant A = (a—1)?> +4a = (a+1)? et de racines a et —1.

On en déduit la disjonction de cas suivante :

> Cas 1 : a > 1. On trouve deux solutions : a et —1.
> Cas 2 : a < —1.0n trouve deux solutions : aet1.
> Cas3 : —1<a<1.On trouve trois solutions : a, —1 et 1.

COMMENTAIRE
Cette disjonction vient directement de la résolution initiale ; apres celle-ci, on voit apparaitre que le
nombre de solutions dans [a, +oo[ (resp. | — oo, al) dépend de la position de a par rapport a1 (resp. —1).

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 3. Soit x € [1, +oo[. On effectue une disjonction de cas.

LLG-HX6 Exercices5 e 9
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> Supposons x > 4.0Ona

x-12x-4 < x—l}(x—4)2
— x2—9x+17<0

9-+v13 9++v13

T <x g —

9++V13 9-vV13
< T carT<

<~ 4<x 4

> Supposons x <4.0n aalors vx—1 > 0 > x—4 donc x est solution de I'inéquation.

9++13
2

L'ensemble des solutions de I'inéquation vx —1 > x —4 est donc l'intervalle |1,

Voir I’énoncé.

SOLUTION 4. En développant le membre de droite, on trouve que I'inégalité est équivalente a
lxy-1<|x-1l+]|y—-1+I[x-1lly—1l.

On remarque alors que
xy-l=x-D(y-D+x-1+y-1,

et en appliquant I'inégalité triangulaire
lxy=1<Ix=D(y-Dl+|x-1+|y-1l,

d’ou le résultat.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 5.

1. Parl'inégalité de Cauchy-Schwarz :

i=1 i=1%i
. . 1 (x-1)?
2. Soitunréel x>0.0nax+ -2 =" > 0.
3. Ona
Xi & X; X; Xi Xj n
Y o ==Y1+ Y =+ Y Z=n+ Y (—l+—])>n+()><2:n+n(n—1):n2
1<i,j<n®j =1 1<i<j<n ] 1<j<i<n Xj 1<i<j<n\Xj  Xi 2

nn-1)

car le nombre de couple (i, j) appartenant a [1, n]? et vérifiant i < j est (Z) ==

Voir I’énoncé.

SOLUTION 6.
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1. Onremarque par exemple que Vxe R, f(x)=1—- ——

Laurent Kaczmarek

1+ x
2. Comme f est croissante et |x+ y| < |x|+|y|,ona
lx|+ 1yl | x| |y | x| |y
x+y)=fUx+yD) < flxl+1yDh) = = + < +
flery=flx+y < f L I Y e o Y L P i P P L BT Y

Voir I'énoncé.

SOLUTION 7.
1. Soientne N* etay, ..., a, etPy, ..., Prn des réels strictement positifs.
Soit k€ [1,n],ona
. (0‘1) Qg (0‘1')
min |— max |—
1<j<n\Bj) T Br 1sj<n(B;
d’ot, puisque x>0,
(X < (Xj
min |— o max [—|-
1<j<n\B; Prsars 1<j<n\P; Pr

En sommant ces inégalités pour k € [1, n], on obtient :

o 52} (£

n
Zak< max

s ()04

1<j<n\P; =1
Commef;+---+f,>0,0na
aj\ _ ap+ta Qj
min (—]) <¥< max (—])
1<j<n\Bj) " Prt+Pn 1< P

2. Soient me IN, P(X) = p,,, X" +
tel que 0 < x < y. Puisque pkxk >0et pkyk > 0 pour tout k € [0, m], on déduit du a) que

in (kak gpmx’"+ HPIXHPy _ pkxk)
o<k<m\ pry®) = pmy™+--+p1y+po o<k<m piryk
ie
( x\¥ _ Pmx™ 4 F prxtpo _ x\¥
min (—) max (—)
0<ksm \\ Y Pmy t--+p1y+po 0<k<m y
CommeO<x/y<1,
o (())-() E))-)
min — =|- et max ||— =l—-] =1
o<k<m |\ \y y o<k<m |\ \y y
Ainsi
(x)m P(x)
— < —
y P(J/)

Voir I'énoncé.

.-+ p1X + po un polyndéme a coefficients strictement positifs et (x, y) € R?

SOLUTION 8.

LLG-HX6
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1. a. Soitk>2.0na 7 - ¢ = z=gy = 72 car k% > k(k—1) > 0.

b. Soit n € IN*. On a, apres télescopage :
n o] n 1 1 1
1 =) In|l+— — ——|=2-=

= pn(g) < Lp < ke e

d’ot1In p,, < 2 puis 7, < e? par croissance du logarithme.

2. a. Soitk>2.0na

e S N T
(k—l)(k+1)_1—§ k2 k2 i+

2
d’0u1+ 5> < k

N *-Dk+1)
b. Soitne ]N*. On a, apres télescopage :
n n kxk n 2 n
=] |In|1+—=]| <2 =2x =X =4
" ,}:[1 k2 h ,Bz(k 1)(k+1) 1 n+l n+l

d’ou p, < 4.
Voir I'énoncé.
SOLUTION 9.
1. Ona

1
— (arbe — agbk)z = — (aibe +a, b2 Zakagbkbg) = aibg — apbragby
2 1<k, l<n 2 1<k,l<n 1<k,l<n 1<k, l<n

(E)(E ] (Em]

Comme une somme de carrés de nombres réels est strictement positive, on déduit de cette relation que

(£l g (£ o]

On retrouve ainsi I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

>0

2. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

3. a. En utilisant les notations de I’énoncé et en remarquant que Ap =0, on a

n-1 n-1
5= Z ai(b; —a;) = Z ai(Aj—Aj-1) = Z aiAi— Z ai+10; = anlAp+ Z (@i — ai+1)A;
i=1 i=1 i=0 i=1

Comme A; et a; — a;+ sont positifs pour tout i € [1, n] ainsi que a, et A,, on en déduit que 6 > 0 d’ou
n 2 n .h.
i1 S XLi- aibi.

LLG-HX6 Exercices5 e 12
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b. Par la question précédente et I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n n n
2oa; < Yaibi <[ Y af\ [2 b (%)
i=1 i=1 i=1 i=1

> Si/X1, a? =0, alors I'inégalité a démontrer est triviale.

> Sinon, en divisant par /Y7, a7 dans (%) on obtient /¥?_ a? < (/XP_ b? dou Y7_ aF <

s

Voir I'’énoncé.

SoLuTION 10.
2 ,
1. Ona (Xl lail)" =X a2 +2Y 1 <icj<nlaiajl dou
n 2 n 9 n 9 n 2
Zlail —ZZai Za +2 Z Iaiaj|>—2ai—2 Z aiaj=— Z“i =
i=1 i=1 1<i<j<n i=1 1<i<j<n i=1

YN 2 1(yvn 2
dou XL, a; < 3 (X7 lail)”.

2. Ona}? ,(b;—p) = np—nu=0douparla premiere question :

2
=) (bi- = bi—ul| =
i:Zi( l S 2 gl ) 2
.. n
Ainsi o < ,/50’_
Voir I’énoncé.
SOLUTION 11.
1. Onax+y—2:x+_ 2_x ix+1 (xx1)2>0
2.Onaxy+1-(x+y)=(x-1D(y-1)<0carx <1<y

3. > Démontrons par 'absurde que a; <1 < a,.

t Supposonsque @; >1.0naalors1<a; < a; < - a,doua; xapx---xa,>1.Cest absurde.
o < -

C S
t Supposonsque a, <1.0Onaalors0< a; < ay < .- <ap<ldola;xayx---xa,<1.Cestabsurde.
> Puisque 0 < a; <1< ay, ondéduitdu 2. que a; +a, > aja, + 1.

4. Raisonnons par récurrence. Pour n € IN \ {0, 1}, notons HR(#n) la propriété suivante :
VY(ay,...,a,) € (R1)?, ap x as x -+ x a,=1 = a1+ax+---+a, >n

> HR(2) a été démontrée au 2.
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> Soit n € IN. Supposons n > 2 et HR(n) vraie. Soit a,,

Quitte a renuméroter, on peut supposer que a; < --
Comme @ X ---

. ap+1 dans Ry telsque a; x ap x -+ x apyy = 1.

-<aps.Parle3,onaa;+any = 1+a1a,41.
X ay % ajanp+1 =1, on déduitde HR(n) que ax +---+ a, + a1a,+1 = nd’ou

n+1 n
Zal_(zal)+a1+an+l (Zal)+l+alan+l>n+l

=2
d'ou HR(n+1).

5. Linégalité arithmético-géométrique est évidente lorsque n = 1 ou sil'un des x; est nul. Supposons n > 2
. * . e Xi . .
et soit xi, ..., X, dans R. En appliquant le 4. aux a; := Ve pour i € [1,n] (dont le produit vaut
clairement 1), on obtient :

1 n . . 1 n
——— ) x; > n, cest-a-dire H xi < =) %
VX1 Xn i3 i=1 nizs
Voir I’énoncé.

SOLUTION 12. Parl'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n-1 k 2 n-1 \/E 2 n-1 n-1 k nn-1) n-1 k
E:5) (B f] <EiE i -k

k=1 o mm-k? 2 -k
Voir I’énoncé.
SOLUTION 13.
at b 2_ 2V 40X
1. Soit (a,b) € R? et x, ydansR}.Ona (x+y) (—+—)—(a+b) =a‘=+b°——-2ab.0On a
X Yy X y
2vh2x
azX 4—192f =2 ayox =2|ab| > 2ab (inégalité arithmético-géométrique)
X y Xy

2 b2
dott (a+ b)? < (x+y)(a—+—)-
Xy

2. On raisonne par récurrence. Pour tout n € IN*, on note HR(n) la proposition suivante

: pour tout
(ay,...,a,) € R" et tous réels strictement positifs xp, ..., x,, on a
2 2 2
(ay +---+ ap) a a
! n < _1 4+ eee 4+ n
X1+ -+ X, X1 Xy

> HR(1) est clairement vraie.

> Soit n € IN*. Supposons HR(#n) vraie. Soit (ay, ..., a,+1) € R*™! et des réels strictement positifs x1, ...,
Xn+1. Par application de I'inégalité de la question 2 puis de HR(n), on obtient :

2 2 2 2 2 2
(ap + -+ an+1) (ay + -+ ap) a a a a
n g n + n+1\_l+...+_n+n_+1
X1+ -+ Xp X1+ +Xp Xn+1 X1 Xn  Xn+l
d'ou HR(n+1).
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3. Soitay,...,0,,P1,...,Pn des réels. Supposons dans un premier temps que les a; sont tous non nuls. Pour
i € [1,n], posons x; = (x‘?f et a; = a;p;. On déduit de la question précédente que

(En, 0ipi)’ &
oz S 2

i=17 i=1

d’ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Revenons au cas général : en notant I 'ensemble des indices i tel
que a; # 0, on obtient par ce qui précede :

i€l i€l i€l i=1 i=1

n 2
(Zaiﬁi) o < TRY e < Y Y o
i=1 =1 i

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 14.

B A
1. Il suffit d’appliquer I'inégalité AG a x = Kai et y= >B bi.
2. On peut supposer les a; non tous nuls ainsi que les b; non tous nuls (I'inégalité de Cauchy-Schwarz est
évidente dans le cas contraire). Soit A > 0 et B > 0. En sommant les inégalités de la question précédente,

on aboutit a
ab < ==Y a+=Y b?

k=1
n
En choisissant A := /; ai >0etB:= 1 bi > 0, on obtient 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 15. Posons pour tout x € R, g(x) := LxTHJ +|%] - 1x].OnaVxeR,

x+1+1 x+1 X x+1 X x+1
g(x+1):{ : Jﬂ . J—Lx+1J:{E+IJ+{TJ—LxJ—1:LEJ+1+[TJ—L3¢J—1

= gx)

Il suffit donc de prouver que g est nulle sur [0, 1[. Soit x € [0,1[. On a % et xT“ dans [0,1[, d’ou g(x) =0.

VARIANTE
Onpeutaussiécrirex:n+60i1n::LxJetBE[O,l[.Ona§:§+get%ﬂzg+%d’oa
X x+1 s+5=n si n est pair
HEE R
2 2 -+ =n sinon

Voir I’énoncé.

SOLUTION 16. Posons, pour tout réel x, f(x) := L%J — lx].
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> La fonction f est 1-périodique car, pour tout réel x,
Fox+1) = {MJ S xt1) = {MJ Cxt1) = {M+1J Cx+1) = {@J +1-lx) -1
n n n n
= f(x)

> Soitalors x € [0,1[.Ona |x] =0et nx € [0,n][ d ol L’” € [0,1] et donc [L’”JJ =0 et finalement f(x) =

> La fonction f est 1-périodique et nulle sur [0, 1], elle est donc nulle sur R.

VARIANTE
On peut aussi écrire x = k+0 avec k := |x] et0 € [0,1]. On a alors nx = kn+ n0 donc |nx] = kn+ |n6] et
L”n” k+ L"BJ - Mais puisque n0 € [0, n[, on a 2= ["BJ €[0,1[ d’ot1 [L"x J =k=|x].

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 17.

. . . . o +1 .
> A est non vide et minoré par 0 donc admet une borne inférieure. Comme ‘{Zl —— 0,onainfA=0.
n—+oo

1+m

1+VM m—+oco

> Comme ——%= +00, A n"admet pas de borne supérieure.

Voir I'énoncé.

SOLUTION 18. Lensemble A est une partie non vide de R minorée par 0 donc infA existe d’apres la propriété
de la borne inférieure. Pour (x, xo,...,X;) € (]Ri)", on déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

1 1 1
(Xp+x2+--+xp) | —+—+--+—
X1 X2 Xn

L 1
n = Z\/xkx <
k=1 vV Xk

avec égalité pour (xy,...,x,) = (1,...,1). Ainsi infA = n (c’est méme un minimum).

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 19.

> Pour tout (a, b) € Ax B, infA < a <supAetinfB < b <supB, douinfA+infB < a+ b < supA+supB, ce
qui montre que A + B est bornée et infA + infB < inf(A + B) et supA + sup B > sup(A + B).

> Il nous reste a voir que ces deux inégalités sont des égalités. En voici trois démonstrations :
T Soit € > 0. Puisque supA - 5 n’est pas un majorant de A, il existe a € A tel que a > sup A - 5- De méme, il

existe b € Btel que b > supB—3- Ainsi a+b > sup A+sup B—e. En particulier sup A+sup B—e < sup(A+B)
pour tout € > 0, d’ot1 sup(A + B) < supA + sup B puis sup(A + B) = sup A + sup B par le premier point.

T Soit (an) e et (by) e des suites maximisantes de A et B. Comme a, + by,

— SsupA+supB, on
—T1+00
déduit du premier point que sup(A+B) = sup A+supB. On raisonne de méme pour la borne inférieure.

t Soit (a,b) e AxB.Onaa+ b <sup(A+B).Ainsi Vae A, Ybe B, b <sup(A+B)—a. On en déduit que
pour tout a € A, supB <sup(A+B)—a,ieVae A, a <sup(A+B)—supBd'otsupA < sup(A+B)-supB.
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Voir I’énoncé.

SOLUTION 20. Soit x € AUB. Alors, puisque x € Aou x € B, on a x < max (sup A, sup B). Ainsi AUB est majoré
et sup(AuUB) < max(supA, supB). De plus, puisque A et B sont inclus dans AU B, supA < sup(AuUB) et
supB < sup(AUB). Ainsi sup(A UB) > max (supA, supB) et finalement sup(A UB) = max (supA, supB). On
prouve sans peine selon le méme schéma la formule inf(A U B) = min (infA, infB).

Voir I'énoncé.

SOLUTION 21. Pour y € R, on pose Qy := { f(x); x < y}.

1. Soit y € R. Comme f(y) € Qy, 'ensemble Q, est non vide, il est de plus majoré car f est majorée. Ainsi
f*(y) existe par la propriété de la borne supérieure.

2. Soit y € R. Comme il existe n € Z tel que 5 + nm < y,ona f*(y) = 1. Ainsi sin* est la fonction constante
égale a 1.

3. Pourye Retx<y,ona f(x) < f(y) dott f*(y) = f(). Ainsi f* = f.
4. Soit (y,y") € R* tel que y < y'. Comme Q,, < Qs, ona f(y) < f()). La fonction f* est croissante.

5. Soitye Retx < y.Comme (f+g)(x) = f(x)+g(x) < f*()+g*(y),ona(f+g)*" () < f*(»+g*(y).Ainsi
(f+g" < f*+g*. Iln'ya pas égalité de facon universelle : pour f:=sinetg:=—f,ona(f+g)* =0
alorsque f*=g*=1.

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 22. Comme A et B sont non vides, il existe (ag, by) € A x B.
> Puisque A est non vide et majorée par by, A admet une borne supérieure. De méme B est non vide et
minorée par ay donc admet une borne inférieure.

> Soit a € A. Comme Vb € B, a < b, on a a < infB. Puisque cette derniere inégalité est vérifiée pour tout
acA, onasupA <infB.

> Raisonnons par I'absurde en supposant que supA < infB. Posons € := infB — sup A 1l existe (a,b) e Ax B
tel que b — a < €. Ceci est absurde car b— a > infB—-supA=¢.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 23.

1. > Soitxe R.OnaVyeR, f(x,y) <supf(x,y) dou 1nff(x ) < 1nfsupf(x ¥).
xeR VER xeR

> Puisque cette derniere inégalité est valable pour tout réel x, on en déduit que

sup inf f (x,y) < mf sup flx,y
xeRVER R xeR

2. Soit f: R? — R définie par f(x,y):= e @V’
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> Ona, pour x € R, inf f(x, y) =0d ot sup inf f(x y) =

xeRYER
> Ona, pour y€ IR, supf(x y)=1dou 1nfsup 1nff(x y)=1.
xeR VeR xeR yER
Ainsi sup inf f (x,y) < 1nf sup fx, .
xeR YER R xeR

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 24.

1. Lensemble Q est une partie de R non vide (enne contient 2) et minorée par —2 : elle admet donc une
borne inférieure.

2. > Soit (a,b,a’,b’) € Z* tels que a++v2b=a'++v2b'.Onaalors vV2(b' —b) = a—a’. Ceciimpose que b’ = b
car sinon on en déduirait que v/2 serait rationnel. Ainsi b’ =" b puis a’ = a. Ceci justifie I'unicité de
(an, by) tel que (v2-1)" = a, +v2b,.
> Soit n € IN. On déduit de la formule du binéme que :

(\/5—1)": Z( )\f( DY (zk)Z( D" ev2 Y (Zkr:-l)Zk(_l)n_Zk_l

k=0 0<2k<n 0<2k+1<n

= a,+V2b,

avec an := Yo<ok<n (o1)2° (D" 2K € Zet by := Yo<oks1<n (o) 2F (D21 e Z.
3. SoitneN.Ona
an = Yo<okzn (5)2F (1) = (5)2°=D" =1(2]
by = Yo<okricn (o )25 (D721 = (120(-1)"! = n[2]
Ainsi a,, estimpair et b, ala méme parité que n.

4. Soit n € N. Notons u, := (V2 - 1)". Puisque ay,41 est impair, on a

COS(\/EbanTI) = COS(MUzp+1 — MA2p+1) = — COS(MU2p+1)

Comme 0 < v2—-1<1,0na u,

Ainsi cos ( \/§b2n+1n)

0 d’'ou —cos(muz,+1) — —1 par continuité du cosinus en 0.
n—oo n—+oo

-1.

n—oo

5. Pour tout 7 € IN, cos(by;+17) + coS ( \/§b2n+17r) € Q. De plus, cos(bz,+17) = —1 car b, estimpair. Ainsi
cos(byy+1M) +COS ( \/§b2n+1n) " —2. Puisque —2 est un minorant de (2, on en déduit que inf Q = —
n—+oo

Voir I’énoncé.

SOLUTION 25.

1. Soit x € A. On a d’abors —1 < x < 1 dongc, par croissance de f, -1 < f(-1) < f(x) < f(1) <1d'ou f(x) €
[-1,1]. Comme f(x) > x et f croissante, on a f(f(x)) > f(x) etdonc f(x) € A. Ainsi, A est stable par f.

2. > OnaAcR.
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> Comme f(—1)>-1,-1€AdoncA#a.

> Comme A c [-1,1], A est majorée.
Ainsi, A admet une borne supérieure d’aprées la propriété de la borne supérieure.

3. Comme x( = sup(A), il existe (a,) € AN telle que ap — Xo. Soit n € N. On a f(a;,) > an. De plus,
—T00

Xo = a, et donc, par croissance de f, f(xo) = f(ay). Ainsi, Vn e N, f(x9) > a,. On en déduit par passage
ala limite que f(xp) > xo. Ainsi xp € A.

4. Comme xy € A, on déduit du a) que f(xp) € A et donc que f(xp) < sup(A) = xo. Comme f(xg) = xp, on en
déduit que f(xg) = x;

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 1.

1. Raisonnons par récurrence. Pour n € IN*, notons HR(n) la proposition :

V(x1,..., xn) € R, H(l"'xk) 1+Zxk
k=1

> HR(1) est clairement vérifiée.

> Soit n € IN*. Supposons HR(n) vérifiée. Soient des réels positifs x1,..., x,, X,+1. Par HR(n) et puisque
1+x,4,1>0,0na

n n+1 n+1
A+ x40 [JA+x0) > (1+xn+1)(1+2xk)—1+Zxk+xn+1x2xk 1+Zxk
k=1 k=1 k=1 k=1

car Xp+1 X X.;_, Xk > 0. Ainsi HR(n + 1) est vérifiée.
2. Posons, pour tout k € [1, n], xx = yx — 1. Ces réels sont positifs et 'on déduit du 1. que

n n n
[Tvez1+) k-D=1-n+) y

k=1 k=1 k=1
dot n+I17_, vk = 1+X7_, Yk

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 2.

> Résolution sur [a, +o0]. Pour x > a, (E,) équivaut a X —(a+1)x+a=0, équation du second degré de
discriminant A = (a+ 1)2 —4a = (a—1)? et de racines a et 1.

> Résolution sur | — oo, al. Pour x < a, (E,) équivaut a X¥-(a-1x-a=0, équation du second degré de
discriminant A = (a—1)?+4a = (a+ 1)? et de racines a et —1.

On en déduit la disjonction de cas suivante :

> Cas1 : a>1.0ntrouve deux solutions : aet—1.
> Cas2 : a<-1.0ntrouve deux solutions : aet1l.
> Cas3 : —1<a<1.0n trouve trois solutions : a, —1 et 1.
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COMMENTAIRE
Cette disjonction vient directement de la résolution initiale ; apres celle-ci, on voit apparaitre que le
nombre de solutions dans [a, +oo[ (resp. | — oo, al) dépend de la position de a par rapport a1 (resp. —1).

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 3. Soit x € [1, +oo[. On effectue une disjonction de cas.
> Supposons x >4.0Ona
x-12x-4 < x-1=> (x—4)2

— x*-9x+17<0

9-13 9++13
<~ 5

S X<

— 4< x<

> Supposons x <4.0naalors vx—1 > 0 > x—4 donc x est solution de I'inéquation.

9++13
2

L'ensemble des solutions de I'inéquation vx —1 > x —4 est donc l'intervalle |1,

Voir I’énoncé.

SoLUTION 4. En développant le membre de droite, on trouve que l'inégalité est équivalente a
lxy-1<|x=1l+|y—-1+I[x-1lly—1].

On remarque alors que
xy=-1=x-Dy-D+x-1+y-1,

et en appliquant I'inégalité triangulaire
lxy -1 <lx=Dy-DI+lx-1+]y-1],

d’otu1 le résultat.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 5.

1. Parl'inégalité de Cauchy-Schwarz :

_1\2
2. Soitunréel x > 0. Onax+%—2 = =1 > 0.
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X; X; X; X; Xj n
—l:ZI+ Z =+ Z L =n+ (—14——])>i1+()><2:n+n(n—1):n2
1<i,j<nXj  i=1  1<i<j<n X 1<j<i<n Xi 1<i<j<n \Xj Xi 2
.. N 2 L. . . ny _ n(n-1)
car le nombre de couple (i, j) appartenant a [1, n]° et vérifiant i < j est (2) ===
Voir I'énoncé.
SOLUTION 6.
1. Onremarque par exemple que Vx € R, f(x) = 1—1T-
X
2. Comme f est croissante et |x+ y| < |x|+|y|,ona
| x|+ 1yl | x| |yl | x| |yl
fla+y) = Fx+y1) < flxl+1y) = Y- b 2 Y
1+x|+1yl 1+Ix[+|yl 1+|xI+lyl 1+Ix] 14yl

Voir I’énoncé.

SOLUTION 7.

1. Soientne N* etay, ..., a, €tPy, ..., P des réels strictement positifs.
Soit ke [1,n],ona

Y %k &
min < max | —
1<j<n\P; ﬁk 1<j<n\B;

d’ot, puisque x>0,
(x.
J

min (—) Br < max (ﬁ]

1<j<n\P; 1<]<n

En sommant ces inégalités pour k € [1, n], on obtient :

i (5250 < B s (50

1<j<n\B; =1 1<j<n\P;

81

Commefp;+---+p,>0,0na

. (x] (X1+"'+(Xn a]
min [—|<{— < max |—
1<j<n\Pj) " Prt+Pn 1< (P

2. Soient me N, P(X) = p,, X" +--- + p1X + po un polynéme a coefficients strictement positifs et (x, y) € R?

tel que 0 < x < y. Puisque prx* >0 et pry* > 0 pour tout k € [0, m], on déduit du a) que

in (kak) < pmx" 4 A prxtpy (pkx’“)
o<k<m\ pryk Pmy™+--+ p1y+ po 0<k<m pryk
ie . L
- ((J_C) ) pmx™ 4 pratpo ((f) )
o<k<m |\ y PmyY ™+ -+ 1Y+ Po 0<k<m y
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CommeO<x/y<1,

Ainsi

Voir I’énoncé.

SOLUTION 8.

1. a. Soitk}Z.Onaﬁ—%:m>#cark2>k(k—l)>0.

b. Soit n € IN*. On a, apres télescopage :

Inm —iln(1+ i ! i( ! 1)—2 1
e = 2 S \k-1 k) 7 n
d’ot1In p,, < 2 puis 7, < e? par croissance du logarithme.
2. a. Soitk>2.0na
SRS WA S TR N RS
= e — -——=|=1-—
(k-1D(k+1) 1—% k? k? k4
PN 1 k2
dotl+ % < Thwy
b. Soit n € IN*. On a, apres télescopage :
n kxk n 2 n
n,=||In 1+— ——— =2x — X =4
" H ) S iy (k=1 (k+1) 1 n+l n+l
d’ou p, < 4.
Voir I'énoncé.
SOLUTION 9.
1. Ona
1 1
- (arbe — agb)” = — (azb; + a;bs —2aragbiby) = azb; - aibyagby
2 1<kt<n 2 1<kt<n 1<k e<n 1<ke<n

(E)(E)-(E e

Comme une somme de carrés de nombres réels est strictement positive, on déduit de cette relation que

[£)(E - (Em)

On retrouve ainsi I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

=0

LLG-HX6 Exercices 5 o 22



2024-2025 Laurent Kaczmarek

2. Parl'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1 1) 1—p2n (n+1)>2 1 n+1
ViuF K 2k _ n(n+ 9 < _
LR S T e e

3. a. En utilisant les notations de I’énoncé et en remarquant que Ap =0, on a

6 := Zaz(b —a)—Za,(A —Ajy) = ZalA _Zal+lA = anlAn +Z(al_al+l)A

i=1 i=1 i=0

Comme A; et a; — a;+ sont positifs pour tout i € [1, n] ainsi que a, et A,, on en déduit que 6 > 0 d’out

n 2
i a; S L) aib;

b. Par la question précédente et I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Y a < Yaibi <Y ahy [ Y 0
i=1 i=1 i=1 i=1

> Si/X1, a =0, alors I'inégalité a démontrer est triviale.

> Sinon, en divisant par ./ ?:1“? dans (%) on obtient zzla? < zzlbl? d’olt Zzzlaz

n 2
_ P2

Voir I’énoncé.

SOLUTION 10.
2 '
1. Ona (X7 la;l)" =X, a7 +2Y 1<i<j<nlaiajl d'on
Ylail| =2) a;==> a;+2 ) laja;l> Za -2 ) aaj=-|)_ ai| =
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<n i=1

) os 2
douZ?zla? < %( i lail)”.
2. Ona}! ,(b; —p) = np—npu=0dou parla premiére question :

(glb ul)2 (ng

/)2

[\)Ir—t

n
= Z(bz -
i=1

. . n ’
Ainsio < EO’.

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 11.

1. Onax+y—2:x+%_2_x ix+l (xx1)2>0
2. Onaxy+1-(x+y)=x-D(y-1) <O0carx<1<y.
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3. > Démontrons par I'absurde que a; <1 < ay,.

t Supposons que @; >1.0naalors1<a; < a» < - a,d ot a; xayx---xa,>1.Cest absurde.

<a
t Supposonsque a, <1.0Onaalors0< a; < a; < - <ay<ldoua;xapx---xa,<1.Cestabsurde.
> Puisque 0 < a; <1< ay, ondéduitdu 2. que ay + a, = a1a;, + 1.
4. Raisonnons par récurrence. Pour n € IN \ {0, 1}, notons HR(n) la propriété suivante :
V(ai,...,an) € Ry)?, arxapx-xay=1 = aj+ay+-+a, > n
> HR(2) a été démontrée au 2.

> Soit n € IN. Supposons n > 2 et HR(n) vraie. Soit ay, ..., a,+1 dans R4 telsque a; x ap x -+ x ap4; = 1.
Quitte a renuméroter, on peut supposer que a; < -+ < dp+1. Parle 3., ona a; + a1 = 1+ a1an;.
Comme a; x -+ x a, x ayan+1 = 1, on déduit de HR(n) que ax +---+ a, + ayan+1 = nd’ou

n+1 n
Y a; Za, +a +ans = Za, +1+aay >n+1

i=1 i=2 i=2
dou HR(n+1).

5. Linégalité arithmético-géométrique est évidente lorsque n = 1 ou sil'un des x; est nul. Supposons n > 2
. . X; . .
et soit xi, ..., x, dans R%. En appliquant le 4. aux a; := ,\l/ﬁ pour i € [1,n] (dont le produit vaut
clairement 1), on obtient :

1 n .
— in > n, c'est-a-dire H x; <
VXX (5 =

SOLUTION 12. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n—1 k 2 n—1 \/E 2 n-1 n-1 k n(n 1) =
= < -
( n—k) (,;ﬁxn—k) \Zkk:l(n—k)2 Z(n k)2

=1

slH

Voir I'énoncé.

Voir I'énoncé.

SOLUTION 13.

2 b2
1. Soit (a,b) e R? et x, ydans R*. On a (x + y) (7 + 7) —(a+b)?= aZ% + bzg —2ab.Ona
2V 02X azybz
a=+b"—>=2 =2|ab| > 2ab (inégalité arithmético-géométrique)
X y Xy

2 2
dott (a+b)? < (x+y)(“_+b_).
x oy

2. On raisonne par récurrence. Pour tout n € IN*, on note HR(n) la proposition suivante : pour tout

(ay,...,an) € R" et tous réels strictement positifs xy, ..., x,, on a
2 2 2
(ap +---+ ap) a a
1 n < _1_|_...+_”
X1 +"'+x;/l x]_ xn

LLG-HX6 Exercices 5 v 24



2024-2025 Laurent Kaczmarek
> HR(1) est clairement vraie.

> Soit n € IN*. Supposons HR(#n) vraie. Soit (ay,...,a,.1) € R"*"! et des réels strictement positifs x1, ..
Xn+1. Par application de I'inégalité de la question 2 puis de HR(n), on obtient :

*)

2 2 2 2 2 2

(a1 + -+ an+1) (ay + -+ ayp) a a a a
n < n + n+1<_1+_”+_n+n_+l
X1+ -+ Xp X1+ + Xp Xn+1 X1 Xn  Xp+l

dou HR(n+1).

3. Soitay,...,0,,P1,...,Pn des réels. Supposons dans un premier temps que les a; sont tous non nuls. Pour
i € [1,n], posons x; = 0‘12‘ et a; = a;p;. On déduit de la question précédente que

n O('ﬁ' 2 n
R
i=1" i=1

d’ot 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Revenons au cas général : en notant I '’ensemble des indices i tel
que «; # 0, on obtient par ce qui précede :

n 2
(Z a,-ﬁ,-) =Y i <Y PIY o <Y BTy of
- 2. bi,

i€l i€l i€l i=1 i=1

Voir I'énoncé.

SOLUTION 14.

A
2 _ 2
L et y= B by.
2. On peut supposer les a; non tous nuls ainsi que les b; non tous nuls (I'inégalité de Cauchy-Schwarz est

évidente dans le cas contraire). Soit A > 0 et B > 0. En sommant les inégalités de la question précédente,
on aboutit a

B
1. Il suffit d’appliquer I'inégalité AG a x = Ka

L 1
Y arbp < -
k=1 2

B& , AE
X;dl—'FEi:Zlbi)

n
En choisissant A := | kzl a:>0etB:=,/Y7_ b2 >0, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Voir I'énoncé.

SOLUTION 15. Posons pour tout x € R, g(x) := LXTHJ +|%] - 1x].OnaVxeR,

(x+1) = {x““JﬂﬁlJ—L +1J—F+1J+V—HJ—L J—1—FJ+1+F—+1J—L -1
g = 2 |7 2 |7 2 |7

2
= gx)

Il suffit donc de prouver que g est nulle sur [0, 1[. Soit x € [0,1[. On a g et xT” dans [0,1[, d’ou g(x) =0.
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VARIANTE

On peut aussi écrire x=n+0 ottn:= |x] et0€[0,1[. Ona 3 = §+g eth+1 =2 % d’ot1
[xJ+{x+1J st+5=n si n est pair
2 2 ”T_1+”T+1:n sinon

Voir I’énoncé.

SOLUTION 16. Posons, pour tout réel x, f(x) := L%J —|x].

> La fonction f est 1-périodique car, pour tout réel x,

flx+1) = {MJ—Lx+1J: {MJ—Lx+1J:{@+IJ—Lx+IJ: {MJ+1—L3¢J—1
n n n n
= fx)

> Soitalors x € [0,1[.Ona |x] =0et nx € [0,n][ d ol L”x € [0,1] et donc [L”XJJ =0 et finalement f(x) =

> La fonction f est 1-périodique et nulle sur [0, 1], elle est donc nulle sur R.

VARIANTE
On peut aussi écrire x = k+0 avec k := |x] et0 € [0,1]. On a alors nx = kn + n6 donc |nx] = kn+ |n0] et

Inxl _ j+ L”BJ - Mais puisque n0 € [0, n[, on a 2= [”ej €[0,1[ d’ou [L”XJJ =k=|x].

n

Voir I’énoncé.

SOLUTION 17.

vntl ——0,onainfA=0.

> A est non vide et minoré par 0 donc admet une borne inférieure. Comme ~=
n—+00

1+m

1+VMm m—+oo

> Comme ——= +00, A n'admet pas de borne supérieure.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 18. Lensemble A est une partie non vide de R minorée par 0 donc infA existe d’apres la propriété
de la borne inférieure. Pour (x1, x,...,x,) € (Ri)n, on déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

1 1 1
(xp+x2+-+xp) | —+—+--+—
X1 X2 Xn

n
1
n= Z VX X <
k=1 VX

avec égalité pour (x1,...,x,) = (1,...,1). Ainsi infA = n (c’est méme un minimum).

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 19.
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> Pour tout (a,b) € Ax B, infA < a<supAetinfB< b <supB, douinfA+infB < a+b < supA+supB, ce
qui montre que A + B est bornée et infA + infB < inf(A + B) et supA + sup B > sup(A + B).

> Il nous reste a voir que ces deux inégalités sont des égalités. En voici trois démonstrations :
T Soit € > 0. Puisque sup A - 5 n’est pas un majorant de A, il existe a € A tel que a > sup A - 5- De méme, il

existe b € Btel que b > supB—%- Ainsi a+b > sup A+sup B—e. En particulier sup A+supB—¢ < sup(A+B)
pour tout € > 0, d’ot1 sup(A + B) < supA + sup B puis sup(A + B) = supA + sup B par le premier point.

T Soit (an) e et (by) e des suites maximisantes de A et B. Comme a, + by, - supA + supB, on

—+00
déduit du premier point que sup(A+B) = supA+supB. On raisonne de méme pour la borne inférieure.

t Soit (a,b) e AxB.Onaa+ b <sup(A+B).Ainsi Vae A, YbeB, b <sup(A+B)—a. On en déduit que
pour tout a € A, supB <sup(A+B)—a,ieVae A, a <sup(A+B)—supBd'otsupA < sup(A+B)—-supB.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 20. Soit x € AUB. Alors, puisque x € Aou x € B, on a x < max (supA, sup B). Ainsi AUB est majoré
et sup(AuUB) < max(supA, supB). De plus, puisque A et B sont inclus dans AU B, supA < sup(AuUB) et
supB < sup(AUB). Ainsi sup(A UB) > max (supA, supB) et finalement sup(A UB) = max (supA, supB). On
prouve sans peine selon le méme schéma la formule inf(A U B) = min (infA, infB).

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 21. Pour y € R, on pose Qy := { f(x); x < y}.

1. Soit y € R. Comme f(y) € Qy, 'ensemble Q, est non vide, il est de plus majoré car f est majorée. Ainsi
f*(y) existe par la propriété de la borne supérieure.

2. Soit y € R. Comme il existe n € Z tel que 5 + nm < y,ona f*(y) = 1. Ainsi sin* est la fonction constante
égale a 1.

3. Pourye Retx<y,ona f(x) < f(y) dott f*(y) = f(). Ainsi f* = f.
4. Soit (y,y") € R* tel que y < y'. Comme Q,, < Qs, ona f(y) < f()). La fonction f* est croissante.

5. Soitye Retx < y.Comme (f+g)(x) = f(x)+g(x) < f*()+g*(y),ona(f+g)* () < f*(»+g*(y).Ainsi
(f+8)* < f*+g". lln'y a pas égalité de facon universelle : pour f:=sinetg:=—f,ona (f+g* =0
alorsque f*=g*=1.

Voir I'’énoncé.

SoLuTION 22. Comme A et B sont non vides, il existe (ag, bg) € A x B.
> Puisque A est non vide et majorée par by, A admet une borne supérieure. De méme B est non vide et
minorée par ay donc admet une borne inférieure.

> Soit a € A. Comme Vb € B, a < b, on a a < infB. Puisque cette derniere inégalité est vérifiée pour tout
ac A, onasupA <infB.

> Raisonnons par I'absurde en supposant que supA < infB. Posons € := infB — sup A 1l existe (a,b) e Ax B
tel que b — a < €. Ceci est absurde car b— a > infB—supA=¢.
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Voir I’énoncé.

SOLUTION 23.

1. > Soitxe R.OnaVvVyeR, f(x,y) <supf(x,y) dou 1nff(x,y) 1nfsupf(x ¥)-
xeR VER xeR

> Puisque cette derniere inégalité est valable pour tout réel x, on en déduit que

sup inf f (x,y) < inf sup flx,y
xeRYVER YeR xeR

2. Soit f:R? — R définie par f(x,y) := Pt
> Ona, pour x€ R, inf f(x, y) =0d ot sup inf f(x y) =

xeR YER
> Ona, pour ye R, supf(x y)=1dou 1nfsup 1nff(x y=1
xeR R xeR VER
Ainsi sup inf f(x,y) < inf sup fx, ).
xeRVER YeR xeR

Voir I’énoncé.

SOLUTION 24.

1. Lensemble Q est une partie de R non vide (enne contient 2) et minorée par —2 : elle admet donc une
borne inférieure.
2. > Soit (a,b,a’,b") € Z* tels que a+v2b = a'++/2b'. On aalors v2(b'—b) = a—a’. Ceciimpose que b’ = b
car sinon on en déduirait que v/2 serait rationnel. Ainsi b’ =" b puis a’ = a. Ceci justifie I'unicité de
(an, by) tel que (V2 - 1)" = a,+V2b,.
> Soit n € IN. On déduit de la formule du binéme que :

Z( )\f( k= ¥ (2k)2( D"Hev2 Y (Zkr:-l)Zk(_l)n_Zk_l

k=0 0<2k<n 0<2k+1<n

= a,+V2b,

vy

avec ay = ZOQZkSI’l (ZI;C)ZIC(—l)n_ZIC eZ et bn = ZO<2k+1<n (Zklil)zk(_l)n—Zk—l e 7.

3. SoitneIN.On a
an = Zo<2k<n(2’§c)2k(—1)”‘2k = (")20( D" =1[2]
by = Yo<okri<n (ops )25 (D21 = (1)20(-1)"! = n[2]

Ainsi a, est impair et b, ala méme parité que n.

4. Soit n € N. Notons u, := (V2 - l)n. Puisque ay,,,1 est impair, on a

COS(\/szan) = €08 (MUzp+1 — MA2p+1) = —COS (MU2p+1)

Comme0<\/§—1<1,onaun

Ainsi cos ( \/§b2n+1n)
n—oo

0 d’'ot1 —cos(nuz,+1) —— —1 par continuité du cosinus en 0.
n—o0 n—+oo

-1.
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5. Pour tout n € IN, cos(by;+17) + coS ( \/§b2n+1n) € Q. De plus, cos(bz,+17) = —1 car byj,4+1 est impair. Ainsi

cos(byy+1M) +COS ( \/§b2n+1n) —2. Puisque —2 est un minorant de Q, on en déduit que inf Q = —-2.

n—+oo

Voir I’énoncé.

SOLUTION 25.
1. Soit x € A. On a d’abors —1 < x < 1 donc, par croissance de f, -1 < f(—1) < f(x) < f(1) <1d'ou f(x) €
[—1,1]. Comme f(x) > x et f croissante, on a f(f(x)) > f(x) et donc f(x) € A. Ainsi, A est stable par f.
2. > OnaAcR.
> Comme f(—1)>-1,-1€AdoncA#a.
> Comme A c [-1,1], A est majorée.
Ainsi, A admet une borne supérieure d’aprés la propriété de la borne supérieure.
3. Comme xy = sup(A), il existe (a;,) € AN telle que ay — Xo. Soit n € N. On a f(a,) > a,. De plus,
—+00
Xo = a, et donc, par croissance de f, f(xo) = f(ay). Ainsi, Vn e N, f(x9) > a,. On en déduit par passage
a la limite que f(xp) > xo. Ainsi xp € A.
4. Comme xy € A, on déduit du a) que f(xp) € A et donc que f(xp) < sup(A) = xo. Comme f(xg) = xp, on en

déduit que f(xg) = xo.

Voir I'’énoncé.
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