Exercices 4 Sommes, produits et coefficients binomiaux

Une certaine aisance calculatoire avec les sommes et les produits est nécessaire au
mathématicien débutant. Nous étudierons a cette occasion les coefficients binomiaux
(sans insister sur les aspects combinatoires) et reviendrons sur les relations trigonomé-
triques usuelles.
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I. Techniques de calcul

EXERCICE 1. IND § SOL Elémentaire
1 nn+1
Démontrer que Z (-1)*k? = (—1)”% pour tout n € IN*.
k=1
EXERCICE 2. IND § SOL Sommes en vrac

Simplifier les sommes pour n € IN* :

2n i 1 1 noo (k-1 i k
1. Y (=D*k: 2. (———); 3. ln( ); 4. :

2D AV TS 2|5 & k+ D!
EXERCICE 3. IND § SOL Majoration d’'une somme double

LS|
1. Démontrer que Vx €]1l,+oo[, VnelN, ) — <
k=0 X X — 1
2. En déduire un réel M tel que Vn e IN, igT
ogi,jgn
EXERCICE 4. IND § sOoL M Sommes partielles de la série harmonique alternée
2n (- l)k 1 n
Démontrer de deux maniéres que, pour tout n € IN*, )~ ———— = Z
k=1 k=1
EXERCICE 5. IND § sOL M\ Une autre preuve de I'inégalité AG
a+---+a
Soitne N*, xy, ..., x,, dans R . Pour tout k € [1, n], on pose A = IT]C
1. Démontrer que Vne IN,Vxe R}, x" > 1+n(x-1).
Ak
2. En déduire que Yk € [2, n], =
k—

- + et X

3. Etablir I'inégalité AG générale : nrrIn = X1 Xp.
n
EXERCICE 6. IND § soL M Minoration d’un produit
Soitne IN* et ay, ..., a, de réels strictement positifs.
n-1

. INDICATION : commencer par calculer [[ a;a;.
1<i,j<n

n
1. Justifierque [] aiq; = (H ax

1<i<j<n k=1

2. En déduire, en utilisant I'inégalité AG, que H (ai +aj) =
1<i<j<n

n-1
n 2
2" 1] )
aj .
k=1
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EXERCICE 7. IND § sOL MY Formule d’Abel et deux applications

n n n
Soient (ax) kel et (bx) kel deux suites de réels. Soit n € N.OnposeS, = Y_ axbi, Ay =Y ar et B, =) by.
k=0 k=0 k=0

n-1
1. Montrer que, pour tout n€ IN*, S, = a,B, + Z (ar — ayx+1)Bg.

k=0
2. On suppose dans cette question que la suite (a)r>o est décroissante, a termes positifs et qu'il existe

MeR tel que Vne N, |B,| <M. Etablir que Vne N, |S,| < Ma.

1 " sinkx 1
3. Soit x € R tel que x # 0[2n1]. Montrer que | ) sinkx| < ———— puis |} < —
=l |sin ()] ok |sin (%)
n
4. Une autre application de la premiére question : simplifier de Z k2.
k=0
II. Sommes trigonométriques
EXERCICE 8. IND § SOL Sommes binomiales

Calculer les sommes suivantes pour n€ Net (8,x) e Rx C:

1Y (n)ekx; 2. ) (n) cos(kB); 3. ) (n) sin(k0).
P k k

k=0 k=0

EXERCICE 9. IND § SOL Sommes trigonométriques
Pour n € IN* et 0 € R, simplifier les sommes suivantes :

LA kn no1 ¢ ” T 3n noo.
1. Z — CoS (—), 2. Z — cosk (= ; 3. Z sin (—) sin (—), 4, Z e'ko,
i 2k 3 i 2k (3) o 2k 2k k=—n
EXERCICE 10. IND § sOoL M Polynémes de Tchebychev

Montrer qu'’il existe un polynome réel T, tel que Vi € R, cos(nt) =T, (cost).

EXERCICE 11. IND § sOL M Une généralisation

n-1 2k+1
Soit n > 1. Simplifier la somme S, = Z cos (—( ont in)
n

k=0

EXERCICE 12. IND § SOL M Posé a Centrale
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" cos(kx
On pose pour x Z /2 [n] et n€ N*, S, (x) := Z % Simplifier S, (x) puis résoudre S, (x) = 0.
k=0 COS*(x
EXERCICE 13. IND § SOL MY Sommes de3 en3
" (3n n=ll 3p nzll 3p
Pour tout entier naturel n, on pose S; = , So= etSs =
PosES1 ,CZ:O(Sk) ? ,CZ:O(%H) : kzzo(zamz)
1. Calculer Sy +S, +S3 et Sy + jSy + jSs.
2. En déduire les valeurs de S, S, et Ss.
III. Sommes doubles
EXERCICE 14. IND § SOL Une intervertion
N-1 N (—l)k N (_Dk
Démontrer I'égalité )~ ) —5—=) :
n=0k=n+1 k k=1 k
EXERCICE 15. IND § SOL B.A.BA

Calculer les sommes suivantes :

1. Z max(i, j); 2. Z ij; 3. Z li—jl; 4. Z i;

I<i,j<n 1<i,j<n I<igjsn I<i<j<sn

EXERCICE 16. IND § soL Pascal

Pour un entier naturel 7 non nul, simplifier la somme Z (] .

EXERCICE 17. IND § SOL M Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire
Soient n€ IN* et z1, ..., z, dans C*. Pour tout k € [1, n], on note z; = pre'% avec (o, 0x) € RI xR.
- n 2
1. Etablir que 2| = Z PxPecos(Ox —0Op).
k=1 1<k,b<n

2. En déduire une CNS pour que

n
> %k
k=1

n
= Z |zx]. On donnera une interprétation géométrique.
k=1

EXERCICE 18. IND § soL M Autour des sommes harmoniques

k
Pour tout k € N*, on note Hy := )
=1

S
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n-1
1. Démontrer que g, = Z Hy = nH, — n sans raisonner par récurrence.
k=1
1 .
2. Calculer v,, := Z —— en fonction de n et H,,.

1<i<j<nd T 1

n
3. Calculer p, := Z kH}. en fonction de n et H,,.
k=1

EXERCICE 19. IND § sOL M\ Une identité polynomiale

2im
Soientne IN*, ze C et w =exp (—)
n

n-1 n-1 2k—1
Montrer que s(z) = ) (z + wk)n =n(2"+1). En déduire que Y (-1)*cos” (g) =0.
k=0 k=0 2n
EXERCICE 20. IND § SOL MW Sommes de Gauss

. . . . 2im nl K2
Soit n un entier naturel impair. On pose w =exp|— | et G = E w" .
n
k=0

n—-1
1. Soit r € Z. Calculer )_ " k en fonction de r.
k=0

2. Montrer que 'application ¢ : Z — C, définie par ¢ (k) = wk pour tout k € Z, est n-périodique.
n—1 .

3. Soit j € Z. Montrer que ) 0+’ =G,
k=0

4. Montrer que GG = n et en déduire |G|.

IV. Produits

EXERCICE 21. IND § SOL Un produit de sommes
n-1p
Soit ne IN*. Simplifier [] ) 257",
p=0k=0
EXERCICE 22. IND § SOL Des complexes
o L1+0(0+1)+1 . ) )
Pour n € N, simplifier z,, := H ———— enremarquantque Vxe R, 1+ x(x+1)+i=(x+1—-i)(x+1).

o 1 +HE@+1)—i

EXERCICE 23. IND § SOL Produits en cascade
Calculer les produits suivants :
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1. H ij; 2. H ij; 3. H ij; 4. H ij; 5. H ij.
<J

1<i,j<n 1<i#j<n 1<i<j<n 1<j<i<n 1<i<j<n

EXERCICE 24. IND § SOL Une simplification
Soit n € N*. Simplifier H il
1<i,j<n
EXERCICE 25. IND § SOL Calcul d’un produit infini
nokd-1

Pour tout n > 2, on pose u, = .

- P " ,}:[2 k3 +1

KB-1 Vk

1. Trouver une suite d’entiers relatifs (vi) > telle que Yk >2, 757 = Vi1

2. En déduire une simplification de u, puis le comportement de u, lorsque n tend vers I'infini.

EXERCICE 26. IND § SOL Calcul d’un produit trigonométrique
. N L a . ... sin(2x)
Soit a €]0, t[. Simplifier H cos ﬁ pour tout n € IN*. On pourra, pour x # 0 [n], considérer — o .
=1 sin(x
EXERCICE 27. IND § SOL Extrait des écrits de Centrale PC 2024
n n
Soitne N* et zy, ..., z, dans C. Démontrer que | [ [ (1 +2zx) = 1| < [] (1 +1zkl) - 1.
k=1 k=1

EXERCICE 28. IND § sOL M Des produits
Soit ne IN*,
1. Exprimer le produit H v/ ij au moyen de la factorielle.

1<i,j<n

i+j=n+1

. . 2
i+
2. Vérifier que V(i, j) e IN*)?, i+j-1<ij < (T]) )
( n+1 )"
5 .
EXERCICE 29. IND § SOL M Produit des coefficients binomiaux

n n e
On définit la suite (u,),>1 par u, = ((0)(1) (n)) .

n n n n n
1. Montrer que [] p!= [] p"~P*1 et en déduire que [1 ( ) -1l e
p=0 p=l p=0 k=1

3. En déduire que ne <n!

N

1 1 k
2. Montrer que In(u,) = m kX::l(Zk— n-1) (ln (m) — 1) .
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V. Coefficients binomiaux

EXERCICE 30. IND § SOL M Une curiosité binomiale
Observez bien :

1+vV2) =vV1+V2 1+V2)2=3+2v2=v8+v9; (1+v2)*=7+5V2=v49+50

Le but de I'exercice est de généraliser, de montrer que pour tout n € IN*, il existe un entier naturel o, tel que

(1+v2)" = /&, + Vo, + L. Soit n € N*.

1. Montrer qu'’il existe deux entiers naturels a, et b, tels que :

(1+V2)" = ay+ byV2
(1_\/§)n = an_bn\/z

2. Etablir alors que a? — 2b% = (—1)", et en déduire le résultat attendu.

EXERCICE 31. IND§ SOL M Des entiers cachés
1+v5)" +(1-v5)"

Démontrer que Vn e N, ( ) 5 ( ) e IN.

EXERCICE 32. IND § SOL M Une relation méconnue

p -1
Démontrer que, pour tout n€ N* et pe N, ) (—l)k(Z) = (—l)p(n )
k=0 p

EXERCICE 33. IND § SOL & Réveil binomial

n (o n—1 2
On pose U, = Z (ZZ)(—I)k etV, = Z (Zkz 1)(—l)k. Simplifier U, + iV, puis U, et V,,.
k=0 k=0

EXERCICE 34. IND § SOL M Simplification d’une somme

Simplifier la somme S, = ) (—3)k( " )
0<2k<n 2k

EXERCICE 35. IND § sOL M Formule de Vandermonde généralisée et une application
. . . P im\[ n m+n
1. Soient n, m et p trois entiers naturels, avec p < m+ n. Montrer que ) ( ¢ )( : ) = ( )
k=0 p—k p

On pourra considérer le polynome (1 + x)™*",

2. Dans cette question, n est un entier fixé, supérieur ou égal a 1.

2
3 " n by 7 | n

. Etabli k = )

a. Fta 1rquek;1 (k) nZ( ¢ )(n—l—k)

k=0
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2
n
b. En déduire une simplification de la somme Z k (Z) .
k=0

EXERCICE 36. IND § SOL M\ Formule d’inversion de Pascal

n k 0 si
1. Soit (p,n) € IN? avec p < n. Montrer que Z (—1)”‘k(n)( ) = { ST p<n
k=p p Isip=n

n n
2. Soit (uy) et (vy,) dessuitestellesque Vne N, v, = Z (Z) ur. Montrerque Vne N, u, = Z (—1)”"“(’;) V.
k=0 k=0

EXERCICE 37. IND § SOL M\ Les fondamentaux
Soit (n, p) € IN? tel que p < n.

1. En utilisant le polynéme P(X) = (1 +X)", calculer les sommes suivantes :
n n L n n n "1 [n
a. Y k| |; b. ¥ kk-1| |; C. kz( ); d. —( )
£ I A E TE ol
P -k
2. Simplifier ) | (Z)(n );

k=0 p-k
o[k
3. Simplifier ) au moyen du triangle de Pascal.
k=p p
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VI. Indications

INDICATION 1. Raisonner par récurrence.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 2. En regroupant judicieusement les termes au 1., on trouve n. On trouve 0 au 2. Télescopage

au 3. (décomposer le log en factorisant I’expression). Télescopage a nouveau au 4., on trouve 1 — T
n+1)!

Voir I’énoncé.

INDICATION 3.

Voir I’énoncé.

INDICATION 4. On peut envisager une récurrence mais on peut également sommer séparément sur les in-
dices pairs et impairs.

Voir I'énoncé.

INDICATION 5. Etudier une fonction au 1. ou utiliser un argument de convexité.

Voir I'énoncé.

INDICATION 6.

Voir I'énoncé.

INDICATION 7. On trouve 2"*!(n - 1) + 2 au d. Utiliser des sommes d’exponentielles au c.

Voir I'énoncé.

INDICATION 8. Appliquer la formule du bin6me.

Voir I’énoncé.

INDICATION 9. Sommes géométriques aux 1., 2. et 4., télescopage au 3.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 10. Remarquer que cos(nf) = Re ((e”)n). Puis appliquer les formules de De Moivre et du bi-
nome.

Voir I’énoncé.

INDICATION 11. L'expression est la partie réelle d'une somme géométrique d’exponentielles : apres utilisa-
tion du formulaire puis passage a I’angle moitié, aboutira S = 1/2.

Voir I'énoncé.
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INDICATION 12. Reconnaitre en S ,(x) la partie réelle d'une somme géométrique. Il faudra discuter sur x car
la raison en dépend.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 13. Remarquer que Vke N, j3¢ =1, j3k+1 =  j3+2 = j2 On trouve S; =

Sn_é—_l)n et S3=8,.

Voir I’énoncé.

8"+2(-1"
St

INDICATION 14. Effectuer une interversion.

Voir I'énoncé.

INDICATION 15. Formulaire au 2. On peut sommer sur les diagonales au 3.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 16. Sommer dans un ordre faisant apparaitre la formule du binéme.

Voir I'’énoncé.

2
n
INDICATION 17. En revenant a la définition du module, on obtient Z zZr| = PkPe ¢! 000
k=1

1<k l<n
Voir I'énoncé.

INDICATION 18. On écrira o, sous la forme d’'une somme double et on s’inspirera de la méthode du 1. au 3.

Voir I'’énoncé.

2 n oA . . .
INDICATION 19. Développer (z + wk) par la formule du bindme et intervertir les deux signes sommes.
Evaluer en une valeur de z bien choisie afin d’obtenir la seconde relation.

Voir I’énoncé.

INDICATION 20.

1. Discuter sur sa raison o’ afin d’appliquer la formule de la série géométrique. Si r = 0[n], la somme vaut
n; sinon, elle vaut 0.

2. Simple vérification: Vk € Z, ¢(k + n) = (k).
3. On somme sur une période (cf. le 1.) donc le résultat est indépendant de ;.

4. Partir de

_ n-1ln-1 o o hzln-l ) . n-1 ,n-1 .
GG=Y Y 0" o =Y Y oF o =Y of Y ot
j=0k=0 j=0k=0 k=0 j=0
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Voir I’énoncé.

INDICATION 21. Il y a une somme géométrique.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 22. 11y a télescopage.

Voir I’énoncé.

INDICATION 23. Les deux premiers produits se calculent directement; trouver des relations entre les diffé-
rents produits afin de terminer les calculs.

Voir I’énoncé.

n n
INDICATION 24. Remarquerque [[ /=[] []i.
1<i,j<n j=li=1
Voir I'énoncé.

INDICATION 25. Appliquer la formule de factorisation de a® — b® au 1.1y a un télescopage au 2. : on trouve

2
quetn 720 3

Voir I'énoncé.

INDICATION 26. La premeére relation est une invitation au télescopage.

Voir I'énoncé.

INDICATION 27. On peut donner une démonstration élémentaire par récurrence. On peut aussi utiliser une
formule de développement par distributivité (mais c’est une voie plus technique).

Voir I'énoncé.

INDICATION 28. On trouve 7! au 1.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 29. Ecrire la factorielle comme un produit. On peut déduire de cet exercice que u,, —= Ve
n—+o0o
mais c’est une autre histoire. . .

Voir I'’énoncé.

INDICATION 30. Au 1., séparer les indices pairs des indices impairs dans la formule du bin6me. Au 2., dis-
tinguer deux cas selon parité de n.

Voir I'’énoncé.

INDICATION 31. Appliquer la formule du bindme et grouper les deux sommes.

Voir I'’énoncé.
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INDICATION 32. Faire apparaitre un télescopage ou raisonner par récurrence.

Voir I'énoncé.

INDICATION 33. Reconnaitre en U,, + iV,, la formule du binome.

Voir I'’énoncé.

- .k
INDICATION 34. Vérifier que S, = Re (ZZZO (1) (iv3) )

Voir I’énoncé.

INDICATION 35. Adapter le raisonnement vu en cours pour établir la formule de Vandermonde.

Voir I'énoncé.

INDICATION 36. Au 1., simplifier les quotients de factorielles et faire apparaitre la formule du bindme. Au
2., on calculera le membre de droite en utilisant I’égalité du 1.

Voir I’énoncé.

INDICATION 37. Développer P au moyen de la formule du binome.
1. a. Dériver le polyndome. On trouve n2"1.
b. On trouve n(n—1)2""2

c. Utiliser 1. et 2. On trouve n(n+ 1)2" 2.

n+l _ 1 1
d. On trouve —— en calculant une intégrale : remarquer que —— = f tkdr.
n+1 k+1 Jo

2. Simplifier le produit des coefficient en revenant aux factorielles. On trouve 2” (Z)

3. On voit le résultat sur le triangle de Pascal et on peut formaliser par une récurrence sur n ou on exploite

B} n+1
un télescopage. On trouve ( )
p+1

Voir I'énoncé.
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VII. Solutions

SOLUTION 1. Démontrons la formule par récurrence sur n € IN*.

> Pour n =1, les deux expressions valent —1.
> Soit n € IN*. Supposons la formule vraie au rang n. On a alors

n+1
Z (—1)kk2 — (_1)”M
k=1

w1 M+ 1) (n+2)

n+1 2 _ (1 n_ =
+ D" m+1)2? = (-1) (n+1)(2 n 1)_( 0 >

d’ott la formule au rang n + 1.

Voir I'énoncé.

SOLUTION 2.
n
1. Ona Z( ¥k = Z(( 1H2120-1) + (- 1)2922):21
k=1 =1 =1
2. 0 —_—— | = - = - — -=0 tl:=n+1-=kL.
nak;(k n+1—k) k;k ,§ T1-k §k ege enposamtE=
L k-1 nk-1 k+1 +1
3. Ona Z ln( ) = lnH X ~mnZ apres télescopage.
= o kK k 2n
k nf+1-1 n(1 1
4. Ona = = —— - ar télescopage.
Z < (k+1)! k; (k+1)! k;(k! (k+1)! (n+1! P pag
Voir I’énoncé.
SOLUTION 3.
1 1-1/x"1 1 X
1. Sous ces hypotheéses : — = < = .
P kzzoxk 1-1/x ~1-1/x x-1
—in—j i i _2x3 _
2. Parlel,0ona Z 271371 = Z 2” Z 37/ K
0<i,j<n o<isn 0<j<n 2

Voir I’énoncé.

SOLUTION 4.
1
> OnaYi 7%= Zk n+1k Zk 1k -Xi lk -Comme

2n (—l)k 1 2n 1 (- l)k 1_

R R -

on en déduit le résultat.
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> On peut aussi établir la relation par récurrence.

e . _ 1_1
T La propriété est vraieaurangn=1carl—3 = 3-

t Soit n € IN*. Supposons la relation vraie au rang n. On a

2n+2 (—l)k_l 2n (_l)k—l 1 1 n 1 1 1
Z = + - = Z + -
-k -k 2n+1 2n+2 k:1n+k 2n+1 2n+2
n-1 1 1 n-1 1 1 1

+
n+1+k 2n+1 2n+2 n+1

- T on+2 =2

) n+l+k  2n+1
1

1 1 Z
=1 ntl+k 2n+l 2n+2 =1 +1+k

S &
— =

+

d’oti la relation au rang n + 1

Voir I'énoncé.

SOLUTION 5.
1. 1l suffit d’étudier les variations de x — x" —1—-n(x—1).

2. Onappliquelel.ax=Ar/Ar_1etn=%k:

Ak Ay
> Ap 1(1+k(——1)):kAk—(k—l)Ak_lzxk
],f:} Ak

3. On obtient I'inégalité AG en multipliant membre a membre les inégalités du 2. pour k variantde 2 a n (il
y a télescopage).

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 6.
1. Ona

1Z=
v
S
Il
—_——
—=
s
N —
[\~
=

I aiaj:ﬁﬁaidj—ﬂ( H“f) (lj )n(

1<i,j<n i=1j=1 i=1

Puisque a;aj = aja; pour tout ietjdans[1,n],ona

0 aiaj:( M aiaj)( 1 aiaj)(ﬁaf)z( I1 aiaj)z(_l"[ai)z

1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<i<n i=1 1<i<j<n

n
dou [] a,-aj:(l_[a,-
i=1

1<i<j<n

n—1

2. En appliquant I'inégalité AG, on obtient :

n—1
n 2
nn-1)/2 n
H (a,-+aj)> H 2.\/a; j:2( ) l_[ a,-aj:(z Hak)
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n k=1

car le produit double comporte (}) = 221 termes.

LLG-HX6 Exercices4 e» 14



2024-2025 Laurent Kaczmarek

Voir I’énoncé.

SOLUTION 7.

1. Comme by =B —Bj_; pour tout k€ N*, on a :

n n n n
Sn =) arbr = apbo+ Y_ arBr—Br-1) = apbo+ ) arBr— Y arBi_1

k=0 k=1 k=1 k=1
n n—1 n-1
=Y aBr—)_ ar+1Bk = anBn+ ) (ax — ax+1)Bx
k=0 k=0 k=0

2. Soit n € IN*. D’apres la question précédente et I'inégalité triangulaire, on a :

n—-1 n—1
ISnl < lanBnl+ Y (@ — ak+1) Bkl < apM+ ) (ak — ax+1)M = apM
~—— —

kZO k:o
=ay|Byl =(ax—ax+1)|Bxl

par décroissance et positivité de (a;) nelN-

3. > Soit x #0[2n]. Comme e* # 1, on a en notant g, := ZZZO(eix)k :

elntx_q1 . sin (D no sin ¥ gin (21
Op=———""=e¢ ———=— etdonc ) sinkx =Im(o,) = —
et*—1 sin 5 =1 siny
. . 1
d’ott sin ¥ gin (41X )Sm%sm o 1
sin & - [sin 5 | N JsinZ]’

> D’apres le point précédent, on peut appliquer les résultats de la question 2. aux suites définies par

ap=1,bp=0,VkeIN*, bk:sinkx,aozletak:% :

1

= Isin(3)]

" sinkx
L%

k=1

Vx#0[2m],

4. PourtoutmeN,ona 7" | 2k =2m+1 _1 On déduit de la question 1. que :

n n—1
Y k2F = n(2™ 1)+ ¥ (k- (k+ 1)@ = 1) = n (2" - Z @ -
k=0

=n(2"-1)-2x@2"-D+n=m-12""+2

Voir I’énoncé.

SOLUTION 8. On applique la formule du binéme.
1.OnaY?_, (Z)ekx =(1+eMH".
2. Les deux autres sommes sont les parties réelle et imaginaire de X_ (¥) e’ = (1 + /)" = 2" cos” §£i0/2,

Ainsi Y7 0( ) cos(k6) = ZnCOSnQCOS%e...

3. ...etXl_ (})sin(k0) = 2" cos”" I sin 22
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Voir I’énoncé.

SoLUTION 9. Nous noterons a chaque fois S,, la somme considérée.

_ n i3 jor kY _ elm/3 1_einm3on\ _ \/Bsin(nn/3) "3 i\/3
1. Ona$,=Re(T)_, (e™*/2)%) = Re (&= LT /2" = YBsnUmS) cpr Je22 = i3,

2. Lasomme S, est géométrique de raison cos(n/3)/2=1/4, dou S, =} 1;;‘;" = 1_;‘_”-

cos(a—b)—cos(a+b)
2

3. Parlaformule sinasinb = , on obtient

L o) <ol ) s o

4. Lasomme S, est géométrique de raison e’®.

> Casl:0=0[2n].OnaS,,=2n+1.

i(2n+1)8_1 sinw

> Cas2:0#0[2n].0na$s, =e in0¢ T = sl

Voir I’énoncé.

SOLUTION 10. Soit (n, f) dans IN x R. Par la formule de De Moivre, on a cos(nf) = Re((e'")"), et par celle du
bindme :

cos(nt)

n
Re((COS”isinf)”)=Re(Z(Z)i’“sin’“(t)cos”"“(t))= > (znk)i2ksin2k(t)cos”_2k(l‘)

k=0 0<2k<n

> ( " )(—l)kcos”_Zk(t) (1-cos® t)k

0<2k<n \2k
Puisque pour tout entier k, i* € R si k est pair et i* € Ri sinon. On a donc V¢ € R, T,(cost) = cos(nt), en

posant T, (x) := Yo<ak<n () (~DF (1 - x?) * x"=2k pour tout réel x, expression clairement polynomiale en x.

COMMENTAIRE
On peut également prouver 'unicité d’'un tel polynéme. On peut aussi rédiger une récurrence, I’hérédité
reposant sur la relation

V(n,t) eINxR, cos((n+1)t) = 2cos(t)cos(nt)—cos((n—1)t)

On obtient alors la relation de récurrence T;,41(x) = 2xT,,(x) — T, -1 (x).

Voir I'’énoncé.

SoLUTION 11. La somme S, est la partie réelle de la somme

nin/2n+1) _ 1

n-1 n-l1 k ; e
_ k+1in/2n+1) _ Jin/(2n+1) 2in/(2n+1)\" _ jin/@2n++1) Y -~
Up=) e =e 2 (e ) =€ Q2inl@2n+l) _ ]
k=0 k=0
_ imienen pnin/(2n+1) y sin(nn/(2n+1)) _ onin/@n+D) sin(nn/(2n+1))
pin/(2n+1) sin(n/(2n+ 1)) sin(nt/(2n+1))
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2nmn b1
2n+1 + 2n+1

car ™ @n+l) £ 1 Puisque =m,ona:

cos(nm/(2n+1))sin(nn/(2n+1)) B sin2nn/(2n+1)) 3 1

sin(m/2n+1)) © 2sin(m/2n+1) 2

n=

Voir I'énoncé.

SOLUTION 12.

> Six=0[n],alors S, (x)=n+1.

elx

> Six#0[n]etx# 7 [n],ona # 1 et S, (x) est la partie réelle de la somme :

Cos X

oix k i+ DX ) coan+l ] pi(n+Dx _ cggn+l 5

( ) - el*/cosx—1 isinxcos” x

s.in(n+1)x .

sinxcos” x

> La somme S, (x) s'annule lorsque sin(n+1)x = 0 et sin x # 0 et cos x # 0. C’est-a-dire aux points % avec
k € Z. non multiple de n + 1 et vérifiant de plus k # ”T“ [n+1].

ainsi S, (x) =

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 13.

1. D’apres la formule du binéme :

3n 3n
sl+sz+53:2( ):(1+1)3”:23”:8”
k=0 k
3n 3 .7\ 3
Si+jSa+i?8s =y | |iF =+ p = ()" = -1
k=0 k

carvkelN, j51= (%) j=jet jH2= ()" j2 = 2
2. Comme les trois sommes sont réelles et j = j2, ona 0 = Im (S1+jS2+ j?S3) = (S2 —S3)Im j. Puisque
Imj #0, onaS; = S3. De plus, (-1)" = Re(S; + jS2 + j*S3) = S1 — S». Sachant que S; +2S, = 8", on en

déduit que S; = M*%ﬂ, S3=S,= 8"—(3—1)”,

Voir I’énoncé.

N-1 N k k N k-1 k N k

(-1 (=1 (-1 (-D%k

SOLUTION 14. On a = = = .
1122"0 k:zn:+1 k2 Ogn;cgN kz kX::l n=0 kz ]; k2

Voir I’énoncé.

SOLUTION 15.
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1. Ona
n
Up= ) max(i,j)+ ) max(l])+Zmax(ll)—2 Yoo j+)i
1<i<j<n 1<j<ikn 1<i<j<n i=1
" e
= ZZ +) Q= 22](]—1)+Zt—22](1—1)+21
: =1 i=1 :
L L n(n+1)(2n+1) n(n+1) nn+1)4n-1)
Z ~Li= 3 2 6
: ]:1
12
2. C’est immédiat : z]:(Zz) _ e
1<ij<n i-1 4
3. Ona
LAy L " (n-in—-i+1 nlii+1 n-1)n2n-1 nn-1 nn®-1
Z(Z(J'—i))=2( )(2 ) _ (2) ( )1; ), (4 ) _ (6 )
i=1\j=i i=1 i=0
4, Ona

20
o~
I

£ £ 1)-Lw-o-nFi-Ee

<n i=1\ j=i+l i=1
nz(n—l) B nn-102n-1) B nn-1)Bn—-2n-1)) B (nm+1nn-1)
2 6 B 6 B 6

Voir I’énoncé.

. n i . n .
SOLUTION 16. Ona )_ (]) => > (]) = Y 2/ =2"*'—1 (bindme et sommes géométriques).
0<i<j<n j=0i=0\" j=0

Voir I’énoncé.

SOLUTION 17.
1. Ona

2 n
i (Zpke )(Zp"e "’ k) = > pipee’

k=1 1<k b<n

n
> 2k
k=1

= pxpecos(Br —B¢) (car cette somme est un nombre réel)
1<k,l<n

2. Par la question précédente, on a
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n n n 2 n 2
Y oze|=) lal = | Dz :(Zpk)
k=1 k=1 k=1 k=1
= 2: prpecos(Ox —0¢) = E: PkPe
<k0<n 1<k l<n
< ) prpe(1—cosOr—6)) =0

1<k l<n
— V(k,0)€1,nl?, cos(Or—0p) =1
— VY(k,0€e[1,nl?, 0,—0, = 0[2m]
La quatrieme équivalence estt justifiée par le fait qu'une somme de réels positifs est nulle si et seule-
ment si tous ses termes sont nuls (on utilise ici que les py sont tous strictement positifs). Linterprétation

géométrique est claire : I'inégalité triangulaire est une égalité si et seulement siles images des nombres
complexes sont alignées sur une méme demi-droite issue de |'origine.

Voir I'énoncé.

k
1
SOLUTION 18. Pour tout k € IN*, on note Hy, := ZE
1. Ona
n-1 n-1 k n-1n-1 n-1 n
1 1 1 n-~¢ n-=¢
On = Hy = E:'E = 2: - = E = —77— = 2:-—27— =nH,-n
k=1 k=1¢=1 1<e<k<n-1 0=1 k=¢ (=1 =1
2. Ona
1 n-1 n 1 n—1 n—1
Vn = — = Z —=) H,_; = Z Hj = nH,, — n (cf. la question précédente)
1<i<j<nd —V iZ1j=ia] TV = k=1
3. Ona
n n ok k ko &3k n+0n+1-0 & n(n+1)+e 0
on=Y k=YY G= ¥ =y Y-y MRSy
k=1 k=10=1 1<0<k<n 0=1k=¢ =1 (=1
B nn+1) n n(n+1) nn+1) nn-1)
T2 "t g 2 " 4

Voir I'énoncé.

SOLUTION 19.
1. Deux cas se présentent :
> Cas 1 : m est un multiple de n. On a " =1 donc Z”:l km — .

> Cas 2 : mn’est pas multiple de n; Ona 0™ # 1 donc Y.}~ km:%zOcarw”:I.

m_]
COMMENTAIRE

On a utilisé les équivalences suivantes : 1 = ™" < 2nm/n=0[2n] < m=0[n]. La condition
m = 0 [n] signifiant que n divise m, ie m est un multiple de n.
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2. Appliquons la formule du binéme :

o £ e

00=0 0k=0 £=0 =0

car, par la question 1., on a V¢[1,n— 1], ZZ;& w* =0et pour £ =0 ou n, ZZ;(I) ol =n.

3. Posons z:= e!™'". Puisque z+w* = ™"+ 2 /1 = 2 cos ((Zkz;nl)“) @RHDITI2n) o (@R+DIM/@mT — (_1)k;,

on déduit du 2. que

n-1
s(2) =2" Y (-1)*cos”
k=0

((Zk—l)n)
—— | =n-1+1)=0
2n

n—1
Ainsi )_ (- ¥ cos”

k=0

((Zk— l)n) 3
2n B

Voir I’énoncé.

SOLUTION 20.
n—1
1. Si k estun multiplede n, 0" =1let )_ o =n.
k=0 n—-1 1—p™"
Si k n’est pas un multiple de n, " # 1 et Z k= T o 0.
k=0

2. Pour tout k € Z, Gk + n) = w*+m* = ok o2knyn® = ok = ¢ (k).

n-1
3. OnaG= Z ¢ (k). Comme ¢ est n-périodique, la somme reste la méme si on somme sur » entiers consé-
k=0
j+n-1

) 5 n—-1 9
cutifs. On a donc G = Z of = Zw(k”).
k= =
n—1

4. Puisque w € U,w = —.Onen déduitque G= ) ~J*
m
j=0

n-1 . n-1
GG=GY 0/ =Y Go/
j=0 j=0

Mais en utilisant la question précédente
n-1n-1 n-1n-1

GG = ZZw(k+])2wj—ZZw mzk]—kaZZm

j=0 k=0 j=0k=0 =0

Puisque n est impair, 2k est un multiple de n si et seulement si k est lui-méme un multiple de n. Or
kel0,n-1] @nc 2k est un multiple de n si et seulement si k = 0. En utilisant la premiere question, on en
déduit que GG = n puis |G| = /n.

Voir I’énoncé.
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n-1p n-1 ZP! p+l _ 1 n-1 2(p+1)! -1

SoLuTioN21. Ona [] ) 2 =[] % =[] ———
v _ 2P —1 _

p=0k=0 p=0 p=0

Voir I’énoncé.

SOLUTION 22. Posons uy = k + i pour tout k € IN. On a par télescopage :

n 1+€(€+1)+z T Uk Uk UpUpsl n+1—i_1—(n+1)2+2i(n+1)

z _ = = = =
n= too 1+HL(0+1)— k:()uk+1uk UoUp+1 n+l+i (n+1)2+1

Voir I’énoncé.

SoLuTION 23. Notons V,, Wy, X, Y, et Z,, les différents produits.

n n n n
> OnaV, =[] []ij H( H
i=1j=1 i1\ j=1

n

n n
= [ (nti") = n!" (H i) = n!"n!" = n*".
i=1

i=1

V, n?n 9n—2
> OnaW, = — = = nl" e,
2 2
I, i n!
L2
> OnaX,Y, =V, |[]i| =V.n?etX, =Y, par symétrie, dou X, = Y, = n!""1n?? = pi"*L,
i=1
V X
> OnaZ, = —— = — = p!" L,

n ;2 12
iz 1l n:

Voir I’énoncé.

» non . n n(n+1)
SorutioN24. Ona [] #“=[][]i = H V=n"z .
1<i,j<n i=1i=1 j=1
Voir I'énoncé.
SOLUTION 25.
_ KPtk+1 * B-1 _ (ke=DU+k+D) _ vk *
1. En posant vi := Ty pour tout ke N, ona k3+1 = D= = i pour tout ke IN*.
So A . _1n Vk  _ Un _ 2% +n+l) _ 2.
2. Apres télescopage : u, = [I;._, e T v T satiD — (1+ n(n+1)) donc u, — 3

Voir I’énoncé.

SOLUTION 26. Soient n € IN* et a €]0,n[. Puisque a €]0, [, pour k > 1, 2% €]0, g[. Par suite, pour tout k

compris entre 1 et n, cos(zlk) > 0. On en déduit que la somme proposée est parfaitement définie. Ensuite,

sin(2x)
2sin(x)

il (sin(x) étant non nul). Pour x = £

on a sin(2x) = 2sin(x) cos(x) et donc, cos(x) = 2k

sin (a/2k’1)
Zsin(a/Zk)

pour x €]0, on

obtient en particulier cos (2%) = et donc,
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: a
n a n a n Sm(gk—l) n ok=lgin(a/2k1) sin(a)
ECOS?: Hcosz—k: I =11 =

o1 2sin(a/2k) B o1 2ksin(a/2k) ~ 2%sin(a/2")

Voir I’énoncé.

SOLUTION 27. La propriété est vraie au rang 1 car pour z€ C,ona [1+z—-1|+1 =1+ |z|. Soit n € IN*.
Supposons la propriété vraie au rang n. Soit zy, ..., z,+1 dans C. On a

n

n
lpn—1|+1< gy ot pu:=[]Q+z) et gn:=[](1+]12l)
k=1 k=1

En multipliant cette inégalité par le réel positif |1+ z,,+1| puis en appliquant I'inégalité triangulaire (g, étant
positif), on obtient :

|pn_1| X1+ zps1l+ 11+ 2p41] < qn % 1+ 2,41l < qn % (1+|Zn+1|)
Par I'inégalité triangulaire, on a également :
|(pn = DA+ 2p1) + 1+ 2pe1| < |pr—1] %11+ Zpsr |+ 11+ 2441

Ainsi |[pp(1+ 2441)| < g x (1+12p411), d’ ol Vinégalité au rang n + 1.

Voir I'énoncé.

SOLUTION 28.

n n
1. Ona [ Vij=/[lin+1-1)= (]‘['
i=1 j

1<i,j<n
i+j=n+1

U

. N2
_l_
2. Soitietjdans]N*.Ona(%) —ij=

3.0na | [[ G+j-1< | [] ij<

1<i,j<n I
i+j=n+1 i+j=n+1
Voir I'énoncé.
SOLUTION 29.
1. Ona
n n p n n n e+l
_ _ _ _ n—k+
[Tp=TI11k= k=T111k=]1k
p=0 p=lk=1 1<k<p<n k=1p=k k=1
d’ou
n+1 n n+l1 n n+1
lE[ n| H n! _ n! _ szlk _ szlk _ ﬁ kzk—n—l
= = 7 - 2 - — -
p=0\P) p=opPln=—p)t  Tl_opn—pl (T7_ k) [T, k2262 )
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2. On déduit de la question précédente que :
Inu, = ! lnﬁ = H f2k-n-1 -t i(Zk—n—l)lnk
" nn+1) p=0\P n(n+1) k=1 nn+1) ;=)

k
n(n+1)z(2k n-— 1)(ln(n+1)—1)

car —(1+In(n+1)¥X}_,2k-n-1) = 0.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 30.

1. D’apres la formule du bindme, on a, en distinguant les indices pairs des indices impairs :

RRCEES 4 Y v 6 YCasii ol I Yens

k=0 0<2k<n o<2kri<n \2k+1
n
> 2k+v2 Y ( )2k:an+bn\/§
0<2k<n(2k) o<okri<n \2k+1

avec an = ) (nk)zkE]Netbn:: Y ( "

)Zk € IN. en tant que sommes d’entiers naturels.
0<2k<n o<zkr1<n \2k+1
On vérifie que, toujours d’apres la formule du binome,

£ g o) 2

0<2k<n o<okri<n \2k+1
k_ n k
0<2k<n (Zk) 0<2k+1<n 2k+1

2. Pour tout entier naturel 7, on a

-D"=(1-2"=((1+vV2)Q-V2)"=1+V2)"1-V2)" = (an + byV2)(an - byV2) = a} - 21,

Posons alors

2

2b%  sin est pair
Up = . . .
a, Sl nestimpair

Ona (1+v2)" = /&, +va,+1cara, >0, b, >0et(1+v2)" = a,+V2b,=/a’+/2D>.

Voir I’énoncé.

SoLUTION 31. D’apres la formule du binéme :

R0 RN (k) VB + (VB vfi(n)SpE]N

k=0 2
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UNE VARIANTE
Le lecteur connaissant les suites récurrentes linéaires d’ordre deux peut aussi remarquer que Yn € N,
Un+2 = Un+1 + Uy pUis raisonner par récurrence (en notant u, I'expression de I'énoncé).

Voir I’énoncé.

SOLUTION 32. On fait apparaitre un télescopage en utilisant la formule de Pascal :
P n 4 n-1| [n-1 P n-1 n-1
ot (v R G R
1?1 = [t
p p

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 33. On a
n (2n =l 2p 2n - 2n (op
" " ,Czo(zk) ,;)(mc 1) ,CZO 2k | Z 2k+1 kZ:o k
=1+ = (\/E)ne%

d’ott U, =Re(U, +iVy,) = (v2)" cos & et V, = Im(U, +iVy) = (v2)" sin 2.

Voir I’énoncé.

SOLUTION 34. Puisque pour tout k dans IN, i¥ € R si k est pair et i¥ € Ri sinon, on a :

Sp= ¥ (i\/§)2k(2';€) - Re(i (”) (i\/§)k) - Re((l+i\/§)”) _ Re(znei%) _ 2ncos%

0<2k<n k=0\P

COMMENTAIRE

. 1
On peut aussi remarquer que S, = BB

(1-iv3)" - En effet :

2

(1+i\/§)n+(l—i\/§)n=g€)(2)(i\/§)e(1+(—l)€) Y (Zk)( 3)*

0<2k<n

Voir I’énoncé.

SOLUTION 35.
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1.Ona(1+X)" =) XFet 1+X)" = Y |7 |X*. Le coefficient de X” dans le produit de (1 +X)™ par
k=0 k=0
n A 3 Lo [m n m n_ m+n
(1+X)" est donc égal a Z r T . Puisque (1+X)"(1+X)" = (1+X) , ce coefficient est aussi égal
k=0
m+n
a , d’ou1 la formule de Vandermonde.

2. On a classiquement :

ol v ot o R

n
n—(k+1)

n n
On utilise ensuite que pour tout0 < k < n—1, (k N 1) = ( ) = ( ) k)’ d’otula formule voulue.
n — —

3. On applique la formule de Vandermonde avec m = n—1 et p = n— 1, qui sont des entiers positifs car
n > 1, et qui satisfont bien p < m+n=2n-1, ce qui donne :

’il n—1 n _nn—1+n _n2n—1
ol k J\n-1-k| n-1 | \n-1)
d’ou la conclusion.

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 36.

1. Apres simplifications des différentes factorielles, on obtient (7)) (’];)

AR M e Y EU N

d'oulavaleurOsip<netlsip=n.

2. Ona

A S I

p=0 k=0p=0

(Z)(Z:z) pour tout k € [p, n] d’ott :

E(E )

car tous les termes de la somme sont nuls, sauf le dernier (pour p = n), qui vaut u,,.

:un

Voir I'énoncé.
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SoLUTION 37. Pour n€ N et x € R, on pose P, (x) = (1+x)". On remarque que P, est de classe €. De plus,
pour tout réel x :

n n n
P =Y M55, Pl =Y k|| = na+ 0" Pl = Y k=17 |22 = nin— 1@ + 02
i=o\k =1 \k k=2 k
Nous noterons Sy, ..., Sg les différentes sommes.
1. OnaS; =P/ (1) = n2" 1.
2. Deméme, S, =P!/(1) = n(n—1)2"2,
3. 0naS;=S,+S,=n(n+1)2"72,
4. Pour k€ [0,p],ona

n|(n-k\| n! y (n—k)! 3 n! 3 n! y p! A
k[\p=k| kiin-k! (p-kln-p)! Kkp-kHn-p)! pHn-p! kp-k |\p/\k

. o n| &pl (n n
Ainsi, par la formule du binéme : S, = Y = |a+DP=27"|.
P)i=o\k) \p p

5. On a, par linéarité de I'intégrale,

SS:ICZ:)((Z)fOI L‘kdt) :fol é(;)t’c)dt:foan(t)dt:

6. Parlarelation de Pascal V (k, p) € IN?, (l’j) = (k+1) - (pk ), ainsi, par télescopage :

(1 + t)n+1
+1

1_2n+1_1

0 n+1

+1
k _[n+1 p | [n+l
p+1 B p+1 p+1 B p+1
VARIANTE

Pour les sommes des 1., 2., 3. et 5., on peut aussi utiliser la relation k(}) = n(}~]) (appelée président-comité
— nous expliquerons prochainement ce surnom — valable pour k et n dans IN*). Par exemple :

Voir I’énoncé.

LLG-HX6 Exercices 4 v 26



	Sommes, produits et coefficients binomiaux
	Techniques de calcul
	Sommes trigonométriques
	Sommes doubles
	Produits
	Coefficients binomiaux
	Indications
	Solutions


