LYCEE LOUIS-LE-GRAND

INTERROGATION N° 3

Lundi 3 novembre 2025 (13h - 14h)

Un trinéme du second degré a parametre

Déterminer 'ensemble E := {a e R; Vxe R, o> x}.

Une inéquation du second degré

Résoudre I'inéquation x* + v2 < (1+ v2)x d’inconnue réelle x.

Bornes

Onnote A := { |x] + {iJ ;xeRi}.

Lensemble A admet-il une borne inférieure ? une borne supérieure ? Les calculer le cas échéant.

n Bornes d’un produit

Pour deux parties A et Bde R, on note AB := {ab; (a,b) € A x B}.
1. On suppose dans cette question que A et B sont des parties non vides et majorées de R ;.
Démontrer que AB est majorée et vérifie supAB = supA x supB.
2. Donner des exemples de parties A et B non vides et majorées de R telles que AB ne soit pas majorée.

3. Donner des exemples de parties A et B non vides et majorées de R telles que AB soit majorée mais
vérifie supAB # supA x supB.

Partie entiére

Résoudre dans R I'équation [4x] = 4|x].
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a Décimales

11
Déterminer les quatre premieres décimales aprés la virgule de T2

Minoration d’'une somme
n n 1

Soit xp, ..., x, des éléments de R tels que Z x; = 1. Démontrer que Z —
4 1 Xi
i=1 i=1

e Une autre démonstration de l'irrationnalité v/2

OnposeA := {neN*; nv2e IN}. Montrer que V7 € A, nv/2—n € A puis en déduire que A est vide. Conclure.

a L'inégalité arithmético-géométrique fff

On se propose de démontrer I'inégalité arithmético-géométrique, ie
VneIN*, V(xy,---,x,) € RY, Hx, Zx,
i=1

1. Soit x et y dans R, tels que xy = 1. Etablir que x + y > 2
2. Soit x et y dans R+ tels que x < 1 < y. Démontrer que xy+1 < x+ .

3. Soitne N\{0,1} et ay, ..., ap,dans R, telsque a; xax x---xa,=1eta; < a, < --- < ay.
Démontrer que a; + a, > 1+ ajay,.

4. Soitne N\ {0,1} etay,..., a, dans R;. Démontrer que a; x a; x---xa,=1 = a;+a+---+a, > n.

5. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique.
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CORRIGE

(1 )

Le trindme x2— x+a est a valeurs positives sur R si et seulement si son discriminant est négatif ou nul (sinon

1
il prendrait des valeurs strictement négatives entre des racines). On en déduit que E = | - 7 +0oo|.

B8 -

Le trindme x% — (1 + v/2)x + v2 admet pour discriminant A = (1+v/2)° —4v2 = (1 - v/2)? et pour racines
x1:= 1 et xp := V2. Lensemble des solutions est donc [1, v2].

8 -

= Comme | x| + [%J = |x] pour tout x > 1, A n'est pas majorée donc n’admet pas de borne supérieure.

= Comme | x|+ L%J > 0 pour tout x > 0, A est minorée. Puisque A # @ (on a par exemple, 2 € A en choisissant
x =1), A admet une borne inférieure.

= Puisque
1
inf(LxJ + {—J) =inflx] =1 et inf(LxJ + {EJ) = inf {EJ =1
x>1 X x>1 x<1 X x<1l| Xx
et 1]+ HJ =2,onainfA=1.
0-

1. = Pour (a,b) e AxB,ona0<a<<supAet0< b<supBdouab< (supA)(supB). Ainsi AB est non vide
et majorée donc admet une borne supérieure.

= Par le critere séquentielle sur les bornes, il existe des suites (a;),eIN € AN et (by) nenw € BN conver-
geant respectivement vers sup A et sup B. Comme a, b, (supA)(supB) et (supA)(supB) estun

n—+oo

majorant de Ab, on en déduit que supAB = (supA) (sup B).
2. PourA=B=R_,onaAB=1R, donc AB n’est pas majorée.

3. Pour A=B=[-2,0],onaAB=[0,4]. Ainsi supA =supB =0 et supAB =2 d’ot supAB # supA x supB.

8 -

Soit xe R.Notons n:=|x] et0:=x—n.Onad4x=4n+40 d'ol |4x] =4n+ [40] et 4| x] = 4n. Ainsi

[4x| = 4|x| < |40+4n] =4n
<~ 40| +4n=4n=0
<~ (40| =0

il
0,

~— 0¢ —
4
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1

L'ensemble des solutions est donc U nn+ 1

nez
0-

En posant la division, on obtient % =0,6470---

8 -

n
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz n? = (Z NETE:
i=1

B -
Soit n € A.

= Onanv2eNetnelN, ainsi nv2—neZ.Puisque v2>1letne N*,onanyv2-n>0,dounv2—nelN*,

= Ona(nv2-n)v2=2n-nv2eZcarne Net ny2e N. Comme 2> v2etne N*,ona2n—-ny2>0
dot12n-nv2eN*,
On en déduit que nv/2 — n € A. Raisonnons par 'absurde en supposant A non vide. Comme A est une

partie de IN*, elle admet un plus petit élément a. Par ce qui préceéde, av2 — a € A. Comme av2—a< a, on
en déduit une absurdité. On en déduit que /2 est irrationnel.

0-
x*—2x+1 _ (x=1)?

1. Onax+y—2:x+§—2: = >
X

1

B

0.
X X
2. Onaxy+1-(x+y)=x-1D(y-1) <0carx<1<<y.
3. = Démontrons par ’absurde que a; <1 < a,.
T Supposons que a; >1.0Onaalorsl1<a; < a, < - <apdoua; xayx--xa,>1.Cestabsurde.

T Supposons que a, < 1.Onaalors0< a; < a, < - <ap<ldotua; xayx---xa,<1.Cest
absurde.
= Puisque 0 < a; <1< ay, on déduit du 2. que a;y + a, > aya, + 1.
4. Raisonnons par récurrence. Pour n € IN \ {0, 1}, notons HR(n) la propriété suivante :
V(ay,...,an) € Ry)?, arxapx---xap=1 = aj+a+--+a, > n
= HR(2) a été démontrée au 2.

= Soit n € IN. Supposons n > 2 et HR(n) vraie. Soit ay, ..., a,+; dans R, telsque a; x ap x --- x a4+ = 1.
Quitte a renuméroter, on peut supposer que a; < :-- < dn4+1. Parle 3., ona a; + ay+1 = 1+ a1a,41.
Comme a; x -+ x a, x ayau+1 =1, on déduit de HR(n) que a +---+ a, + aja,+1 = nd’ou

n+1 n n
Z a; = (Zai)+a1+an+1 P (Zai)+1+alan+l = n+l1
i=1 i=2 i=2

douHR(n +1).



2025-2026

5. Linégalité arithmético-géométrique est évidente lorsque n = 1 ou si I'un des x; est nul. Supposons
n > 2etsoit x, ..., X, dans RY. En appliquant le 4. aux a; := \/_ pour i € [1, n] (dont le produit vaut

clairement 1), on obtient :

1 L 1 L
———— ) x; > n, cest-a-dire ‘/ X < — ) X;
m l:Zi 1 = ’ U 1 n l:ZI l



