LLG RECUEIL DE PROBLEMES # 2 < THEORIE DES ENSEMBLES HX6

> PROBLEME 1 : Sujet de niveau élémentaire .

Les themes principaux sont les injections, les surjections, les bijections et I'en-
semble & (E).

> PROBLEME 2 : Sujet de difficulté moyenne M.

Les themes centraux sont les injections, les surjections, les bijections et I'en-
semble & (E).

> PROBLEME 3 : Sujet avec des questions variant de J» a Y. Les notions abordées sont plus abstraites que
dans les deux problemes précédents.

Les thémes principaux sont les filtres et I'ensemble & (E).

PROBLEME 1. IND § SOL Etude d’une application
Soit E un ensemble, A et B deux parties de E et 'application f définie par

f: PE) — PE)
X — XnNnAUB
1. a. Calculer f(2), f(A), f(B) et f(E).
b. Montrer que f est croissante pour 'inclusion, ie V (X;,X>) € P(E)?, XXy = fXy) c fXo).

c. Soit Y € Z(E). Montrer I'équivalence des trois propriétés suivantes :

i. Yadmet au moins un antécédent par f; ii. BcYcCAUB; iii. f(Y)=Y.
d. En déduire que fo f = f.
2. a. Démontrer que f est injective si et seulement si (A, B) = (E, 2).
b. Déterminer une condition nécessaire et suffisante de surjectivité de f.
3. a. Résoudre I'équation f(X) = A d'inconnue X € Z(E).
b. Résoudre I'équation f(X) =B d’inconnue X € Z(E).

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (A, B) pour que f soit constante.



2024-2025 Laurent Kaczmarek

PROBLEME 2. IND § SOL Théoreme de Cantor-Bernstein et dénombrabilité
Deux ensembles sont dits équipotents s'il existe une bijection de I'un dans l'autre.

L objectif de cet exercice est de démontrer le théoréeme de Cantor-Bernstein-Schréder :
SoitE et F deux ensembles. S’il existe des injections de E dansF et de F dansE, alors
E et F sont équipotents.
1. Soit E un ensemble et ¢ : Z(E) — £ (E) croissante, ie V(A,B) € P[E)?, AcB = G(A) < d(B).
Onpose 7:={Ae Z([E);AcdA)}.

a. Vérifier que ¥ est non vide.

b. On pose Xy := U A. Montrer que Xy € Z.
AeD

c. Etablir que X, est un point fixe de ¢.
2. SoitE et F des ensembles, f:E — F et g: F — E des injections.
a. Montrer que 'application X — E\ g (F\ f(X)) de Z(E) dans lui-méme est croissante pour I'inclusion.

b. Etablir I'existence d’une bijection de E sur F. INDICATION : On méditera la figure ci-dessous :

Xo !

fXo)

E\Xop F\ f(Xo)

3. Un ensemble est dit dénombrable s’il est équipotent a IN. Le théoreme de Cantor-Bernstein-Schroder
permet de prouver qu'un ensemble E est dénombrable en se contentant de trouver des injections de E
dans IN et de IN dans E.

a. Montrer que Z est dénombrable et en déduire que IN? et Z x IN* sont équipotents.
b. Etablir que (n,m) — 2"3"™ définie de IN2 dans IN, est injective. En déduire que IN2 est dénombrable.

c. En déduire que QQ est dénombrable.

HX 6 2
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PROBLEME 3. IND §SOL Filtres et ultra-filtres

Dans tout ce probleme, E désigne un ensemble non vide.

Une partie & de 2(E) est appelée un filtre sur E si elle vérifie les quatre propriétés suivantes :

=22 B S SC R U

> (P): F#£D;

> (%) VX Y)eF2, XNYeZF;

> (P3):VXeF,VYeR(E), (XcY = YeZF);
> () 0¢F.

Partie I — Exemples et généralités

. Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que E est formé de trois éléments

distincts : E={a, b, c}.
a. Expliciter 2 (E).

b. Déterminer si les parties suivantes sont ou non des filtres sur E, en justifiant votre réponse.

i. #=02; iv. %, ={E};
ii. 73 = P([E); v. Zy={{a},{act};
iii. &5 ={{a},{b,c}}; vi. 6 = {{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}}.

c. Déterminer, en justifiant votre réponse, tous les filtres sur E.

INDICATION : On pourra commencer par rechercher les filtres contenant au moins un singleton.

. On revient désormais au cas général. Lensemble 22 (E) est-il un filtre sur E ?
. A quelle condition sur E I'ensemble 22(E) \ {} est-il un filtre sur E ?

. Soit & un filtre sur E. Montrer que E € &.

. Que dire d'une partie & de 22 (E) qui vérifie (£73) mais pas (%) ?

. Soit A une partie non vide de E. On note %, = {X € Z2(E); AcX}.

a. Montrer que Z, est un filtre sur E, appelé filtre principal engendré par A. Un filtre & sur E est dit
principal s’il existe une partie A de E, non vide, telle que & = Z,.

b. Soient A et B deux parties non vides de E. Montrer que A=B < % = %3.

. Pour x € R, on note &~ = {A e?(R);Je>0,]x—¢,x+¢€[c A} (F* est'ensemble des voisinages de x).

a. Montrer que #~ est un filtre sur R.

b. Prouver que &#* n’est pas un filtre principal.

. On note A& I'ensemble des parties de IN dont le complémentaire dans IN est un ensemble fini.

a. Montrer que A est un filtre sur IN. Il est appelé filtre de Fréchet.

b. Déterminer si .4 est ou non un filtre principal.
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9. Si E est un ensemble fini, montrer que tout filtre sur E est un filtre principal.

Partie Il - Ultrafiltres

Un filtre & sur E est appelé un ultrafiltre si pour tout filtre ¢ surE, ¥ c ¥4 — F =9.
1. a. Montrer que, pour toutes parties A et Bnon videsde E, BCc A < %, c 3.

b. Soit A une partie non vide de E. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que %,
soit un ultrafiltre sur E.

2. Soit &# unfiltre sur E, et soit A€ Z(E) telleque A ¢ &.
a. Prouver que ¢ = {X € 2(E); AUX € & } estun filtre sur E tel que # c G et A€ 4.

b. Soit & un filtre sur E. En utilisant la question précédente, démontrer que
& estun ultrafiltre < VA e P(E), (A €eZ ou A€ 97)

c. Les filtres #* et A de la partie I sont-ils des ultrafiltres ?
Partie III - Limite selon un filtre

Soit E un ensemble non vide, et g : E — R une application définie sur E, a valeurs dans R.

Si & est un filtre sur E, on appelle image directe de & par g, et on note g* (&) la partie de Z(R) définie
par :
g5 (%) = {XcR; g 'X) e F} —onrappelle que g '(X):={u€eE; g(w) eX}

Soit b € R. Pour & un filtre sur E, on note
limg=»>b
mg
lorsque F? c g* (%), o1 ZP est le filtre qui a été défini a la question 1.7.

1. Montrer que, avec les notations ci-dessus, g* (&) est un filtre sur R.

2. Soit A une partie non vide de E.

Prouver que lim g = b si et seulement si la restriction de g a A est constante égale a b.
Fa

3. Dans cette question, on suppose que E = R. Soit a € R. Prouver que

lglalg:b —> g(x)ﬁb

4. Dans cette question, on suppose que E = IN, et qu’'on dispose d'une application u: IN — R, c’est-a-dire
d’une suite a valeurs réelles. Pour n € IN, on notera donc u, plutdét que u(n). Prouver que

limu=>b < u, b (le filtre A étant celui de Fréchet, défini a la question 1.8.)

N n—+0o
UN PEU DE CULTURE

Tout comme la notion de voisinage, les filtres permettent d’unifier les différentes définitions des limites,
mais ils présentent ’avantage d’offrir une extension facile et élégante de la notion de limite a des cadres
beaucoup plus abstraits, tels que la théorie des ensembles.
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CORRIGES = THEORIE DES ENSEMBLES

SOLUTION 1.
1. a. On aclairement f(2) =B, f(A)=AUB, f(B)=Bet f(E) =AUB.

b. Soit (X;,X») € Z(E)? tel que X; < Xo.
CommeX;NAcXy;nA,onaX;NA)UBc XonA)UB,ie f(X1) c f(X2).

c. On prouve les implications i. = 1ii., ii. = iii. puis iii. = 1.
> i. = ii. SoitXcEtelqueY= f(X)=XnNA)UB.OnaalorsBcY,douYcAUB.
> ii. = iii. SoitYcEtelqueBcYcAuUB.OnaYuB=Y etdonc

fN=AnY)UB=AUBN(YUB) =(AUuB)NY=Y

> iii. = 1. Cette implication est banale.
d. Soit Y < E. Comme f(Y) admet un antécédent par f, on déduit de la question précédente que
f(fOD) =Y. Ainsi, fo f=idpw).
2. a. > Cas 1:B¢A. Léquation f(X) = A, ie XNnA)uUB=An'apas de solution dans Z(E);
> Cas 2:BcA. Lensemble des solutions est {XcE; A\Bc X} car:
fX)=A < (AuUB)nXUB)=A
<~ AnXUuB)=A
<~ AcXUB
<~ A\BcX

b. SoitX e Z(E).Ona f(X) = B si et seulement si XN A) UB = B, si et seulement siXNA c B, si et seulement
siXe Z(AUB).
3. a. Prouvons que f est injective si et seulement si (A,B) = (E, 2).

> Supposons f injective. Comme f(A) = f(E) et f(B) = f(2), ona (A,B) = (E, 2).
> Réciproquement, si (A,B) = (E, ), f =id g donc f estinjective.

b. Supposons f surjective. Comme f(f (X)) = f(X) pour tout X c E, on en déduit que f =id ) donc f
injective, d’ou (A, B) = (E, ). Réciproquement, si (A, B) = (E, 2), alors f = id o) donc f est surjective.
Ainsi f est surjective si et seulement si (A,B) = (E, 2).

COMMENTAIRE Plus généralement, si ¢ : A — A vérifie ¢ o G = P, alors P est injective si et seulement
si ¢ est surjective, et dans ce cas ¢ = idy.

4. Comme f est croissante, f es constante si et seulement si f(2) = f(E), ie B = AUB, ce qui équivaut a
AcCB.

Voir I’énoncé.
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SOLUTION 2.

1. a. On a clairement g € &.

b. Soit A€ ¥.0n aA c Ay, donc par croissance de ¢, on a ¢p(A) < G(Ayp). Ainsi,

U &) c d(Ag)

Ae9

Comme A c ¢p(A) pour tout A € Z, on obtient Ag < Gp(Ag) dol1 Ag € Z.

. Montrons que ¢(Ag) < Ag par I'absurde : supposons I'existence de xy € G(Ag) tel que xy € Ag. Posons

A :=AgU{xp}. Par croissance de ¢, on a p(Ag) < G(A;). Puisque A; < Pp(Ag), onaaussi A} < p(A;) d'olt
A € Z.0n en déduit que A; c Ag et donc xp € A : c’est absurde.

. Notons ¢ I'application X — E\ g(F\ f(X)) de & (E) dans lui-méme. Soient X et X' des parties de E

telles que X c X'. Comme f(X) € f(X),onaF\ fX)) cF\ f(X) d'ou g(F\ f(X)) < g(F\ f(X)) et donc
E\g(F\fX)) cE\g(F\ f(X). Ainsi ¢ est croissante.

. On déduit de la question 1. que ¢ admet un point fixe Xo. Ainsi, E\Xo = g (F\ f(Xo)). La fonction g

étant injective, elle réalise donc une bijection de F\ f(X) sur E\X( que nous noterons g. Soit h: E — F
la fonction définie par
flx) sixeXy

VxeE, h(x) =4 ., .
g (x) sixeE\Xj

Comme f réalise une bijection de Xg sur f(Xo) et & ! une bijection de E\ Xq sur F\ f(Xy), la fonction
h est bijective.

. L'application f définie de N dans Z par

vneN, fn) = {—n/2 si n est pair

(n+1)/2 Sinestimpair

est clairement bijective. Lapplication de IN? dans Z xIN* définie par (n, m) — (f(n), m+1) est bijective.

. Lapplication (n, m) — 2"3™, définie de IN?> dans N, est injective par unicité de la décomposition en

produit de facteurs premiers dans IN. Comme l'application de IN dans IN? définie par n — (1, n) est
clairement injective, on déduit du théoréme de Cantor-Bernstein-Schréder que IN? est dénombrable.

. Lapplication a de QQ dans Z x IN* par p/q — (p, q) (Uécriture sous forme irréductible p/q avec p € Z

et g € N* est unique) est injective. Comme Z x IN* est équipotent a IN? (cf. le 3.a.) qui est dénombrable
(cf.le 3.b.), Z x N* est dénombrable et il existe donc une bijection  de Z x IN* dans IN. L'application
Boa est donc une injection de Q dans IN. Comme NN s’injecte naturellement dans ) par I'inclusion, on
déduit du théoreme de Cantor-Bernstein-Schroder que () est dénombrable.

Voir I'énoncé.
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SOLUTION 3.

Partie I — Généralités et premiers exemples

1. a. Ona Z(E) = {o,{a},{b}, {c},{a, b}, {a,c},{b,c},{a,b,c}}.
b. i. &% n'est pas un filtre puisqu’il contredit la propriété (£2;).
ii. %, estun filtre.

> Il est non vide puisqu'’il contient E.

> Il ne contient pas I'’ensemble vide.

> SiX etY sont deux éléments de %, alors X =Y =E, etdoncXNY =E € %,.
> Enfin, siX e %, etsiYe Z(E) esttel que XY, alors Y =X=E, doncY € %,.

iii. On a o € &3, donc &3 n'est pas un filtre puisqu’il ne satisfait pas (£2,).
iv. &, n'est pas un filtre, car {a} c {a, b}, mais {a, b} ¢ Z,, si bien que F, ne satisfait pas (%3).

v. On a {a} € &5 et {b,c} € 5. Donc si 5 était un filtre, on aurait o = {a} N {b, c} € F5, ce qui est
absurde. Donc %5 n'est pas un filtre.
vi. > Zg est non vide et ne contient pas I’ensemble vide.
> De plus, % est formé de toutes les parties de E contenant a.
> Lintersection de deux telles parties contient a, donc est dans %, et si X € Fg et siY € Z2(E) est
tel XcY,alorsae XcY,donca€, sibien queY € %.
> Donc g est bien un filtre sur E.

c. Un filtre ne peut contenir deux singletons distincts, car leur intersection est vide et un filtre ne
contient pas I'ensemble vide. Si un filtre & contient un singleton (par exemple {a} ), alors par (%%;)
il contient toutes les parties contenant a. De plus, il ne peut contenir de parties X ne contenant pas
a, car alors o = Xn{a} € &. Donc un filtre contenant {a} ne peut étre que '’ensemble des parties
contenant {a}. Donc les filtres sur E contenant un singleton sont

{{a},{a, b}, {a,c},{a,b,ct}, {{b},{b, ¢}, {a, b}, {a,b,ct} et {{c}{a,c},{b c},{a b,ct}

Siun filtre &# ne contient pas de singleton, mais contient une partie de E a deux éléments, par exemple
{a, b}, alors il ne contient ni {b, ¢} (car on aurait {b} = {a, b} N {b, c} € F ), ni {a, c}. Donc il ne contient
que {a, b} et {a,b,c} = E. 1l n'existe donc que trois filtres de cette sorte, qui sont {{a, b},{a,b,c}},
{{a,c},{a,b,c}} et {{b,c},{a, b,c}}. Enfin, {{a,b,c}} = {E} est un filtre sur E.

2. Lensemble 22(E) vérifie a la fois (27)), (9%,) et (2%3), mais @ € P (E), donc il ne s’agit pas d'un filtre.
3. Prouvons que Z(E) \ {2} est un filtre sur E si et seulement si E est un singleton.

> Si E = {x} est un singleton, alors Z2(E) \ {&} = {{x}}. Donc & (E) \ {z} est non vide, et ne contient pas
I'ensemble vide. Par ailleurs, si X et Y sont deux éléments de Z2(E) \ {g}, alors X =Y = {x}, et donc
XNY={x}e2(E)\{z}. Enfin,siX € Z2(E) \ {o} etsiY € Z2(E) est tel que X Y, alors X = {x} = E, et donc
nécessairement Y = E. Donc Y € 22(E) \ {&}, qui est donc bien un filtre sur E.
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> Inversement, supposons que E n'est pas un singleton, c’est-a-dire qu'’il contient au moins deux élé-

ments distincts x et y. Alors {x} € Z(E) \ {g} et {y} € 22(E) \ {z}. Or {x} n{y} = o ¢ P (E) \ {v}. Donc la
propriété (9%,) n'est pas vérifiée par 2 (E) \ {&}, qui n'est donc pas un filtre sur E.

Ainsi, Z(E) \ {} est un filtre si et seulement si E est un singleton.

4. Puisque ¥ # g, il existe A € &. Et alors A c E, si bien que par (%) ,E€ &.

5. Si & est une partie de Z2(E) qui vérifie (2%3) et pas (22,), alors @ € &. Et alors pour tout X € Z(E), on a
@ cX, sibien que X € &. Ainsi, Z(E) c &, et donc & = P (E).

6. a. Puisque A c A,A € Z,, et donc Fp # 2. Puisque A # @, on n'a pas A c g, et donc @ ¢ Fa. Soient

X, Ye Fp.AlorsAcXetAcY.DoncAcXnY,sibien que XNY € Z,. Enfin, si X € &,, et si Y est une
partie de E telle que X c Y, alors A= X c Y donc ®A c Y, si bien que Y € %,. Donc %, est bien un filtre
sur E.

. Si A =B, il est évident que 5 = Fp. Inversement, supposons que Fx = Zg. Alors A € &4, et donc

A € &p. Ceci signifie donc que B < A. On prouve de méme que B € #,, et donc que A < B, si bien que
par double inclusion, A = B.

. Puisque]x-1,x+1[e F5, F* #2.

> Soient X; et X, deux élléments de & ~*. Alors il existe €; et €, deux réels strictement positifs tels que
| x—€e, x+€[cX) et]x—¢€y,x+€2[cX5. Soit alors € = min (g1, €2) > 0, de sorte que
lx—¢g,x+elclx—¢€,x+e[ et |x—¢g,x+e[c]x—€x,Xx+€]
Alors]x—g,x+e[c]lx—€1,x+€1[N]x—¢€3, x+ &2 [c X; NXy. Etdonc Xy NnX, € F*.

> SoitX € F*, etsoitY e Z(E) tel que X Y. Soit € > 0 tel que ] x —¢, x + € [c X. Alors 7]x—8,x+8[cY,
si bien que Y € #*. Enfin, X € &%, si e > 0 est tel que |x —¢€,x +¢[, alors x €]x —¢,x +€[c X, et donc
x € X. En particulier, X # o, et donc o ¢ F*.

Donc tout ceci prouve bien que & * est un filtre sur E.

. Supposons par I'absurde que &* soit un filtre principal, et soit A € Z(E) # o tel que F* = F,. Alors,

pour tout € > 0,A c]x —¢€,x + €[. Par conséquent, si y € A, alors pour tout € > 0,y €]x — g, x + €[, soit
encore |x — y| < €. On en déduit que x — y = 0. Nous venons donc de prouver que y € A = y = x. Et
donc A c {x}. Puisque A # @, alors A = {x}. Donc si & * est principal, alors c’est Zy;. Or, {x} € (4, alors
que {x} ¢ &*. En effet, pour tout € > 0,]x — €, x + € [ est infini, alors que {x} est fini, donc on ne saurait
avoir |x — g, x + €[c {x}. Donc 53 # F 7, si bien que &* nest pas un filtre principal.

. Lensemble IN* a un complémentaire de cardinal 1, donc IN* € ¥, si bien que A" est non vide. Soit X

et Y deux éléments de 4. Alors X et Y sont des ensembles finis. Donc X U Y est également fini. Or il
s’agit de XNY, si bien que XNY € 4. Soit X € A et soit Y € 22(IN) telle que X c Y. Alors Y c X. Puisque
X est fini, il en est de méme de Y. Et donc Y € 4. Enfin, & = IN, qui est infini, donc @ ¢ 4. Donc .4 est
bien un filtre sur IN.

. Soit A une partie non vide de IN, et soit x € A (et il existe un tel x car A est supposée non vide). Posons

alors X = IN\{x} = {x}. Alors il est évident que X est dans y, et puisque x € A et x ¢ X,A ¢ X, de sorte
que X ¢ Fa. Et donc Fy # Z,, et ceci étant vrai pour toute partie non vide A, |y n’est pas principal.

9. SiE est fini, alors 22 (E) 'est aussi. Soit alors & un filtre sur E, qui est nécessairement lui aussi fini, comme
toute partie de 2(E) Une récurrence facile prouve que l'intersection d'un nombre fini d’élements de
& est encore dans %. Donc en particulier, A = Nxez X € &, et donc est non vide. Prouvons alors que
F = 4, le filtre principal engendré par A. Il est évident que pour tout X € &#,A c X, donc X € F,. Et
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inversement, si X € %y, alors A c X, si bien que X € &. Et donc par double inclusion, & = Z,. Ceci
prouve donc bien que tout filtre sur un ensemble fini est principal.

Partie Il - Ultrafiltres

1. a. Supposons que A c B. Alors pour tout X € &g, on a B c X, et donc A c X. Par définition, cela signifie

HX6

que X € F,, et donc on a bien &g < F,. Inversement, supposons que Fg < F. Alors B € &5, si bien
que B € #,. Et donc, par définition de Z,, cela signifie que A c B.

. On va établir que %, est un ultrafiltre si et seulement si A est un singleton.

> Supposons que F, soit un ultrafiltre. Comme A est non vide, 3a € A. Comme {a} c A, on déduit de
la question précédente que F5 c F(,. Puisque F, est un ultrafiltre, on a donc F#p = Z,;. On déduit
anouveau de la question précédente que A c {a}, d'ou A = {a}.

> Soit a € E et A := {a}. Soit ¢4 un filtre sur E tel que & < 9. Soit X € 4. Puisque {a} € Fx,{a} € 4.
Et donc XN {a} € 4. Or on a XN {a} c {a}. Puisque par ailleurs tout élément de ¢ est non vide,
Xn{a} # 2, si bien que XN {a} = {a}. Ainsi, A = {a} c X, si bien que X € &,. Et donc ceci prouve que
VX € 4,X € F,, soit encore ¢4 < 5. On a donc ¢ = &, par double inclusion. Ainsi &, est bien un
ultrafiltre.

. Puisque Ee # AUE=E € %,sibienque E€ ¥, etdonc ¥ # 2.

> Soit X1,X2 € 4. Alors AUX; € & et AUXp € &, sibienque AU (X1 NX2) = (AUX)N(AUXy) € &, car
intersection de deux éléments de & . Donc X; N X5 € 4. Donc ¥ vérifie (9%,).

> SoitX e ¥ etsoitY e P (E) telleque X Y. Alors AUX cAUY, et puisque AUX € &, alors AUY € &.
Donc Y € ¢, si bien que ¥ vérifie (2%3).

> Enfin, puisque A ¢ &, Auo =A¢ F etdonc o ¢ ¢4. Donc ¥ vérifie (22,). Ainsi ¢ est bien un filtre sur
E.

> Il contient & puisque pour tout X € &, XcAuXetdoncAuXe &, sibien que Xe€ 4.

> Enfin, AUA=E€ %, etdonc Ae¥.

. Procédons par double implication.

> Soit & un ultrafiltre sur E, et soit A € Z2(E). Supposons que A ¢ &. Le filtre ¢ de la question précé-
dente est un filtre qui contient & et tel que A € ¢. Mais puisque & est un ultrafiltre et que & < ¢,
alors & =9, etdonc A € ¢ = &. Donc pour toute partie A€ Z(E), on a soit A€ F, soit Ae F.

> Supposons que & soit un filtre sur E et que pour toute partie A de E, on ait soit A € & soit A € &.
Soit ¢ un filtre sur E tel que & c ¢ et soit X € ¢. Supposons par 'absurde que X ¢ %. Alors X € &,
et donc X € ¢4. Mais alors @ =XNX € ¥, ce qui est absurde car ¢ vérifie (22;). Donc nécessairement,
X € Z.0n adonc prouvé que pour tout X € 4,X € &, si bien que ¢ c F et donc ¢ = Z. Et donc &
est un ultrafiltre sur E.

. > Soit x € R et X:= {x} € Z(R). On a directement X ¢ F~. Par ailleurs, X = R\ {x} n’est pas non plus

dans &7, car il ne contient pas x, alors que x appartient a tous les éléments de &#*. Donc &#* n’est
pas un ultrafiltre.

> Soit A ={2p, p € N} I'ensemble des entiers naturels pairs. Alors A est I'ensemble des entiers naturels
impairs, qui est infini, si bien que A ¢ 4. Et A = A est également infini, si bien que A ¢ 4. Ainsi,
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nous avons la une partie de IN qui n’est pas dans .4 et dont le complémentaire n’est pas non plus
dans 4, donc A n’est pas un ultrafiltre sur IN.

Partie III — Filtres et limites

1. > Lensemble g* (%) n'est pas vide puisqu’il contient R. En effet, R = g ! (E) et E€ .Z.
> Soit X; et X, deux éléments de g — (%).On a

gl nXy) =g ' X)ng Xy e F

car .% est stable par intersection. Ainsi X; N X, € g* (F).

> SoitXe g* (F)etYe F(R) tellequeXcY.Onag '(X) c g7 (Y) dot1 g71(Y) € .% par la propriété 2;,
en remarquant que g_1 X)eZF.AinsiY € g* ().

> Enfin, {x€E|g(x)eol=0¢ F,etdonc o ¢ g — (F).

2. > Supposons quelimg, g = b. Soite >0.On aalors |b—¢,b+¢ele Fbc g% (Fn),douVaeA, b-e<gla) <
b + €. Puisque cette inégalité est vraie a a € A fixé pour tout € > 0, en déduit que Va € A, g(a) = b.

> Supposons que pour tout a € A, g(a) = b. Soit X € . 1l existe € > 0 tel que ]b —¢, b+ e[ X. Pour tout
achA gx)=belb—¢g,b+e[lcX,douAc g‘l(X) et donc X € g* (Za). Ainsi limg, g =b.

3. Pour tout ¢ dans R, Z€ est 'ensemble des voisinages de c. Rappelons la définition de g(x) — b :

vWeZl, JUeF?, gU)cV

On remarque que g(U) c V équivaut a U c g~ (V). Comme tout ensemble contenant un voisinage de
a est un voisinage de a, la propriété 3U € F%, g(U) c V équivaut clairement 2 g~!(V) € #“. On a donc
moyennant ces remarques :

b * a
g(x)ﬁb — Feg* (79

limg =
= limg b

4. > Supposons que liJrglu =b.Soite >0.0nalb—¢,b+ele FP. Ainsi u~! (Jb—¢,b+¢[) € A, donc son

complémentaire est fini, ainsi il existe ng € IN tel que u=! (]b—¢,b+¢€[) < [0, nyl. Ainsi, pour n > ngy, on
ancu'(b-g b+el),ie b—e<u, <b+e. Onendéduit que uy b.

n—+oo

> Supposons que u, — b. Soit V e #V. 1l existe alors € > 0 tel que ]b—¢,b+¢[c V. Il existe de plus
—T00

no € N tel que Vn > ng, u, €]b—¢, b+e[. Ainsi u=1(V) < [0, ng] et donc V € g* (/). On a donc établi que

limu=0b.
N

Voir I'énoncé.
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