LLG RECUEIL DE PROBLEMES # 4 < SOMMES ET PRODUITS HX6

> PROBLEME 1 : Sujet de niveau élémentaire N (sauf la question 5., plus délicate).

Les themes principaux sont les coefficients du binéme et les fonctions polyno-
miales. C’est un bon entrainement a la manipulation des sommes et des pro-
duits.

> PROBLEME 2 : Sujet de difficulté moyenne. M (sauf la derniere question de la partie II, plus délicate).

Les thémes centraux sont les nombres complexes et la trigonométrie.

> PROBLEME 3 : Sujet nécessitant une bonne technique de calcul sur les sommes binomiales M.
Les thémes principaux sont les coefficients du binoéme et les suites numériques.
> PROBLEME 4 : Sujet assez technique de bout en bout M.

Les thémes centraux sont les racines de I'unité, les sommes doubles et les inéga-
lités classiques.

PROBLEME 1. IND §SOL Sommes de Newton sur les entiers
Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel non nul.

n
1. Soit m un entier naturel tel que m < n. Simplifier Z ( )
k=m \"M

INDICATION : On pourra faire apparaitre un télescopage en utilisant a formule de Pascal (cf. le TD).

. P . . 5. nn+l)
2. En appliquant ce qui précede a une valeur bien choisie de m, retrouver que ) i = —
i=1

n
3. En appliquant la question 1. a2 m = 2, retrouver la somme ) i,
i=1
4. Soit p € IN. On admet I'existence de nombres réels Ay, ..., Ap, p tels que

14 ] 1771
VxeR, xpzjgo)\p,jHj(x), ot Hp:=1 et V(j,x) e N* xR, Hj(x):zﬁ]!:[o(x—k)

a. Calculer Ay, ..., Ay, pour p € [0,3].

b. Soient j € IN et i € IN*. Calculer H;(i). On pourra étudier les cas ot i < j et i > j. On exprimera le
résultat au moyen des coefficients binomiaux.
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. On utilisera la relation de la question 1.

o P n+1
c. Montrerque Y i = Y Ayl .
i=1 j=0 j+1

& n?(n+1)>?
d. En déduire que Y i = %
i=1

5. Question subsidiaire : démontrer le résultat admis en préambule de cette question.

PROBLEME 2. IND §SOL Rationnels r tels que cos(nr) € Q
L'objectif de ce sujet est de déterminer % := { reQ;cos(nr)eQ }

> Un polynéme P est dit unitaire a coefficients dans Z de degré n € IN* s'il existe (py, ..., pn-1) € Z" tel que
VzeC,P(2)=po+piz+-+ppn12"  +2"
> On admettra le théoréme suivant : si u € Q vérifie P(«) = 0 ou P est un polynéme unitaire a coefficients

dans Z de degré n € N*, alors u € Z.

Partie I — Etude d’une suite de polynémes

Soit (Qp) n>0 la suite de polyndmes définie par

VzeC, Qo(2)=2, Qi(2)=2 VnelN*, Qu:1(2)=2Qn(z)—Qu-1(2)

1. Montrer que, pour tout n € IN*, Q,, est un polynéme unitaire a coefficients dans Z de degré n.

1) |
z+—|=2"+—-
z z"

3. Endéduireque Vne N, Vte R, Q,(2cos(t)) =2cos(nt).

2. Etablirque VneNlN, Vze C*, Q,

Partie II - Application aux angles commensurables a 1t et de cosinus rationnel

La suite de polyndmes (Q) e va nous permettre de déterminer %.

1. Dans cette question, on considere r € () tel que cos(nr) € Q.

a. Justifier 'existence de n € IN* tel que Q, (2cos(nr)) € Z.. On écrira r = Z avec (p,q) € Z x IN*.

1 1
b. En déduire que cos(nr) € {—1,—5,0, 2 1}.

2. Déterminer Z#.

3. Cette question subsidiaire est réservée a celles et ceux qui ont suivi la spécialité maths en Terminale (elle
nécessite des connaissances en arithmétique). Démontrer le théoreme admis dans le préambule de ce
sujet.
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PROBLEME 3. IND §SOL Somme des inverses des coefficients binomiaux
n n 1

OnposeVnelN,u,=) — et YneN*, v,=) —r-
i=o (1) =1 k(%)

1 1 1
1. a. Soitne INtel que n > 2 et k € [1, n—1]. Vérifier que + = —
k() (n=R() k("

2
b. En déduire que Vn > 2, 2v,=—+v,_;.
n
n 2k
c. Démontrer que Vn e IN*, 2"y, = )~ =
k=1

2. Soit n € N. Démontrer que u, = (n+ 1) v;41.

4
3. Soit n€ N tel que n > 4. Démontrer que 2 < u, < 2+ —:

n
INDICATION : Exploiter les variations de (( ; ))
“} ) o<k<n
n 2](?
4. En déduire un équivalent de la suite de terme général w, := Z =
k=1
PROBLEME 4. IND § SOL Quelques propriétés de la transformée de Fourier discréte
. . 2im n - ke
Soit n € N*. On pose w = exp|—|. Pour (zy,...,2,-1) € C", onnote Yk € [0,n—1], Z} = Z Zpw . On
n
€=0
dit que (Zp, ..., 2,-1) estla transformée de Fourier discréte de (z, ..., 2,-1)-
n—-1
1. Soit m € Z. Simplifier Y w <™.
k=0
B 1 n—-1 n-1
2. Etablir la formule de Parseval : — Y [Z¢)* = Y |z/*.
N k=0 k=0
3. On note m le nombre de termes non nuls parmi zy, ..., Z,-1 et 7 le nombre de termes non nuls parmi

20, .-+, Zn—1. On suppose que m € IN*.
n—-1
a. Soit k € [0, n— 1]. Justifier que |Zx| < Z |zpl.
=0
n—1 n—1
b. Démontrer que Z IEkI2 <mm Z IZgIZ.
k=0 £=0

c. En déduire le principe d’'incertitude : mm > n.

1 n—-1
4. Montrer la formule d’inversion: Vk€ [0,n—1], 2z = — Z Zp okt,
n =

HX6 3
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CORRIGES = SOMMES, PRODUITS, COEFFICIENTS BINOMIAUX

SOLUTION 1.

1. On déduit de la la relation de Pascal et d'un télescopage que

b2 v e e A MY A1

"k L +1 +1
2. En appliquant ce qui précede a m = 1, on trouve que Z (1) = Z k= (n ) = nin ).

2 2

nsi,

"k n o k(k—1 2 2 1
3. En appliquantle 1. a m = 2, on trouve que Z = Z ( ) o w
—\2] = 2 3 6
(n+2)(n+1)n n(n+1) nn+1)2n+1)
3 2 6

i M:

4. a. OnaVvVxeR, x°=Hy(x), x=H;(x), x¥*=x(x—1)+x=2H,(x) + H; (x) et :
13 =x(x—1)(x—=2) +3x% = 2x = 6H3(x) + 3(2H» (x) + H; (x)) — 2H; (x) = 6H3(x) + 6H, (x) + H; (x)

b. Soit je Netie IN*.

-1 _i-1 | .
> Supposons i > j.OnaH;(i) = =1 _(’ ) _[).
J! (l_])ljl j
> Sii<j,alorsH;(i)=0= (Z)
J

c. Ona
n n p p noli p n+1
PRLEDIDY PJH](Z)_ZZAP] ZAP]Z =2 i || =2 il 1
i=1 i=1j=0 i=1j=0 j=0 i=j\J) j=0 J+t
d. Parle2.a., (A39,A31,A32,A33) = (0,1,6,6) et d’apres la question précédente, on a

Z (n+1) 6(n+2)+6(n+ 1) _ (n+1)n (e Dn-1+ (nm+nn-1)(n-2)
] 3 4 2 4

2 2
_ ("21)" x(2+4(n—1)+(n—1)(n—2)):$

5. Le résultat se prouve aisément par récurrence forte sur p. On a x° = Hy(x) pour tout x € R. Soit p € IN.
Supposons la propriété vraie pour tout k < p. Pour x € R, comme P : x — xP™! — (p + D!Hp+1(x) est
polynomiale de degré inférieur ou égal a p, P est combinaison linéaire de monémes de degré inférieur
ou égaux a p et donc de Hy, ..., H, par I'hypothése de récurrence. Ainsi, x — xP*1 est combinaison
linéaire de Hy, ..., Hy41 et 'hypothese est vraie au rang p + 1.

HX6 4



2024-2025 Laurent Kaczmarek

Voir I’énoncé.

SOLUTION 2. Partie I - Etude d’une suite de polynémes

1. Raisonnons par récurrence double. Pour tout n € IN*, notons HR(n) la propriété suivante : il existe R,
polynéme a coefficients dans Z de degré au plus n— 1 tel que Vz € C, Q,(2) = 2" + Ry (2).

> HR(1) et HR(2) sont clairement vérifiées puisque Vz € C, Q;(z) = zet Q,(z) = z2-2.
> Soit n € IN*. Supposons HR(n) et HR(n + 1) vérifiées. Soit z€ C. On a

Qn+2(2) = 2Qn11(2) — Qu(2) = 2(2" + Ry31(2)) — (2" + Rp(2)) = 2" + Rppu2(2)

ot I'on a posé Ry,42(2) := zR,41(2) — 2" — Ry (2) (%). Lensemble des polynomes a coefficients dans Z
étant stable par addition et multiplication, la fonction R;; est polynémiale. Puisque R, et R;;; sont
respectivement de degrés inférieurs a n— 1 et n, la relation (x) permet de conclure que R, est de
degré inférieur a n + 1. Ainsi HR(n + 2) est vraie.

2. Raisonnons par récurrence double. Pour tout n € IN*, notons HR(#) la propriété suivante :

1
=z"+—

1
VzeCF, Qn(z+—
z z"

> HR(1) et HR(2) sont clairement vérifiées puisque Yz € C*,

1 1\? , 1
Q1 zZ+—|=|z+—-| -2=2"+—
z

z z2

1
Z+—) et Q
z

> Soit n € IN*. Supposons HR(n) et HR(n + 1) vérifiées. Soit ze€ C*. On a

1 1 1 1 N[ 0 1 L1
Quez|z+—=|=[2+=|Qus1|lz+—=|-Qulz+—=|=[z+—-||2" +—=|-|z2"+—
z z z z z zn+l z"
1
_ n+2
=z ZNn+2

Ainsi HR(n + 2) est vraie.

3. Soient n€ N et t € R. D’apres la question précédente, on a

Q. (cos(t) =Q, (e”+ e‘”) = e 4 ¢71M = 2 cos(nt)

Partie II — Application aux angles commensurables a 7 et de cosinus rationnel

1. a. Notons r = p/q avec pe€ Z et g € IN*. Par la partie I, on a
Qn (2cos(nr)) =2cos(gnr) =2cos(pn) = 2(-1)PeZ

b. En appliquant la question II.1. a P := Q, —2(—1)"" (qui est bien un polynéme unitaire de degré n € IN*
a coefficients dans Z,), on déduit de la question II.1. que 2 cos(nir) € Z. Comme 2cos(nr) € [-2,2], on
en déduit que 2cos(nr) € [-2,-1,0,2,1], ie cos(nr) € {—-1,-1/2,0,1/2,1}.
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2. Comme cos(nr)e{-1,-1/2,0,1/2,1},ona

(1]

1 1
reZ, r==[1, r=+=[1] ou r=+
2 3

[SSH N\

Ainsi, r € {#; ne Z}u{%; neZ}. Laréciproque étant claire, on a
n n

%:{—;nEZ}U{—;nEZ}
2 3

3. Soit P un polynéme unitaire de degré n € IN* a coefficients dans Z et u = o/ff ou (a,p) € Z x N* avec
a AP =1, tels que P(u) = 0. Il existe des entiers relatifs py,..., pn-1 tels que P(z) = 2" + pn_lz”_1 +--4+po
pour tout z € C. En multipliant par " la relation P(«) = 0, on obtient en isolant a” :

n-1 .
a' = — Z pialﬁn—l

i=0

On en déduit que f divise a”*. Mais pAa” =1 car a AP = 1. Comme f € N*, on en déduit que p = 1. Ainsi
ue’.

Voir I'’énoncé.

SOLUTION 3.

1 1 n 1 1
1. a. Ona + = = =

k() =k} PN )
kn=-Ron—or “om—r-o ¢

b. Soit n € IN tel que n > 2. Par symétrie des coefficients binomiaux :

i 1 ndl 1 i i 1 1 "-1( 1 1 )
20, = + = + + +
CED Se-bn) AR En- k)() ") m-o@) Al ()
2 + v_1 +v (cf. la question précédente)
= - s - n-1
i k(")

k
c. D’apres la question précédente, 27 =2Fy, —2%1y,_, pour tout k € IN\ {0, 1}. Ainsi pour n € IN* tel que
n > 2, par télescopage,
n ok n
Y -2+ (2kvk—2k‘1vk_1) —242My,—2ly, =24 2"y, —2=2"p,
=1 k k=2

Comme 21, = 2, larelation précédente est également vérifiée pour n = 1.

. n+1 n+l| n o

2. Soit n e IN. Pour tout k€ [1,n+1], = . Ainsi,
k k k-1

n+1 1 1 n+1 1 1

Un+1 = Z

L | Up
R TP iy TP [ e
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3. On séduit des variations des coefficients du binéme sur la méme ligne du triangle de Pascal que pour
kel2,n-2], () <(3). Ainsi :

LU U RPN U WO R S - 8 SOOI o OO U o SO
o G =E 6 60 QO G &E QT e () n
4. On déduit du théoreme d’encadrement que u;, — 2 puis de la question 2. que u,, 1 = 57w, d’'olt
2n+1
Wn ~
n

Voir I’énoncé.

SOLUTION 4.

1. Soit me Z; ™" =exp(-2inm/n), ainsi =" =1 si et seulement si —2nm/n =0[2mn], ie m=0[n].
n-1
> Casoum=0[n].Ona Z o kM= p,
k=0
> Casoum#0([n],onaw ™ #1etw"=1donc, par la formule de la série géompétrique,

n-1 1—@~ ™M
O
k=0 -
0w - 212 o —, —k(p- [N
2. Comme ® =0}, ona|Zk|* =2z = Z ZpZqw P=D J'oi1
osp,gsn-1
1 n—-1 ) 1 n-1 % 1 n—-1 %
Y@l ==> Y zzgo P == % |z,z;) o P9
n =0 n k=00<p,q<n-1 nogp,qgn_l k=0

Pour petgdans [0,n—1], p—g€[-(n—-1),n—1], ainsi p — q =0[n] si et seulement si p = q. On déduit
alors de la question 1. que

1 n—-1 ) 1 n-1 n-1 )
~ Y 1zkl? = - Y zpzpn = Y |zl
k=0 p=0 k=0

n-1
3. a. Soit k€ [0,n—1]. Comme Z} = Z zew * et |o| =1, on déduit de I'inégalité triangulaire que
=0

n-1
12kl < )zl
=0

b. Soit k € [0, 72— 1]. Notons I (resp. T) 'ensemble des i € [0, 7 — 1] tels que z; # 0 (resp. Z; #0). On déduit
de la question 3.a. et de 'inégalité de Cauchy-Schwarz que

) n-1 2 2 ) ) n-1 )
Zel® < | X lael | = lal] < (17| 1zl®] = m ) |zl
k=0 i€l i€l i€l =0
En superposant ces inégalités pour k tel que Zy # 0, on obtient
n-1 ) ) n-1 )
2 1Zl® = Y1zt < mm Y |zl
k:0 e:o

i€l

HX6 7
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c. D’apres les questions 2. et 3.b., on a

n-1 n-1

2 _ = 2

ny lzl” < mm ) |zl
k=0 k=0

n—-1

Comme m #0, on a Z |z1|2 > 0 et donc, apres simplification, mi > n.
k=0

4, Soitke[0,n—1].0Ona

1 =l 1 n=ln-l . 1 n=l n-1 . 1
=Yzt = =% Y zjo o = = 5§ 2|3 ™) = —ng =
ny=o " ¢=o j=0 nizo " \e=0 n
n-l ; 0 sij#i
car (cf. la question 2.) pour les justifications) Y w V™% = e
P n sinon

Voir I'’énoncé.
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