QlliZZ d’algébre # 2 | Ensembles, applications et relations

Dans ce qui suit, les lettres majuscules E, F, A et B désigneront des ensembles. On
note AAB := (AuB) \ (AN B) (ensemble appelé différence symétrique de A et B).

~ VRAIOU FAUX 2

V F
1. Lapplication f:IN — IN, n— 2n est injective. o O
2. Lapplication f:IN — IN, n— 2n est surjective. o O
3. Une application f: E — E est bijective <= elle est injective. O O
4. Une application f: E — E est bijective < elle est surjective. O O
5. Pour tout (A,B) € Z(E)?, AAB = AAB. 0O O
6. Pourf:E—»FettoutAcE,onam:f<x>. O O
7. Pour f:E—F, festinjective < VYACE, f~1{f(A))=A. O O
8. Pour f:E—F, f estsurjective < YACE, f1(f(A))=A. O O
9. Lapplication f:C — C*, z— e est surjective. O O
10. Lapplication f:C — C*, z— e” est bijective. O O
11. Pourtout(A,B)E(fz,AAB:Q <— A=B. O O
12. Pour f,g:IN — IN, si fog =idy alors f est bijectiveet f~! = g. o O
13. Soit Ac E. Lapplication ¢ : Z(E) — Z(E), X — X UA est bijective < A=07. O 0O
14. Lapplication f:R* — R?, (x,y) — (x+|yl,y) n'est pas bijective. O O
15. Pour f:E — Fet tout (A,B) € Z(E)?, f(ANB) = f(A)n f(B). O O
16. Pour f:E — Fettout (A,B) € Z(E)%, f(AUB) = f(A)U f(B). O O
17. Pour f:E—F, 0: Z(E) - Z(F), X— f(X) estinjective < f est injective. O O

18. Pour f:E—F,0: Z(E) - Z(F), X— f(X) est surjective < f est surjective. O 0O
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- QUESTIONS A CHOIX MULTIPLE

1. Soit E un ensemble ayant au moins deux éléments. Vrai ou faux ?

a [ X=g; d [ KuY)=E;
Xe Z(E)\(D} X,Y)e Z(E)?

b. |J X#E; e. Pour # c Z[E), (] XuV=[X;
Xe Z(E)\{E} X,Y)e.Z2 XeF

¢ U &Kny=E; f. Pour Zc 2@E), |J XnV=[)X
X,V)eZ (E)? X,Y)e.Z2 XeF

2. On suppose 'existence de f : E — F bijective. Vrai ou faux ?
a. il existe g : E? — F? bijective;
b. il existe ¢ : Z(E) — Z(F) bijective;
c. 3y :IN — E bijective <= 3¢ : N — F bijective;
d. 3h:EX — FX bijective;
e. 30:XF — XF bijective.

3. Pour A€ R, onnote f): R — R, x— x*+ Ax+ 1. Vrai ou faux 2

a. YA e R, fy estnon surjective;
b. IA € R, f) estinjective;

c. festinjectivesur R, <= A=0;

4. On s'intéresse a la relation c sur Z(E) ou E est un ensemble ayant au moins deux éléments. Vrai
ou faux ?

a. c est une relation d’équivalence;

b. c est une relation d’ordre totale;

c. Toute partie de #(E) admet un minimum pour c;

d. Pour (A,B) € #(E)?, onainf{A,B}=ANB pour c;

e. Pour (A,B) € Z(E)?, {A, B} n'admet pas de borne supérieure pour c;

f. Toute partie non vide de & (E) admet une borne supérieure et une borne inférieure pour c.

5. Soit E un ensemble admettant au moins deux éléments. Vrai ou faux 2

a. Il n'existe aucune relation binaire symétrique et antisymétrique sur E;
b. Soit f : E — F.Larelation définie sur E par x#y < f(x) = f(y) estunerelation d’équivalence.

c. Pour la relation précédente, f est injective <= toutes les classes d’équivalences sont des sin-
gletons.

d. Pour la relation précédente, f est surjective <= il n'y a qu'une seule classe d’équivalence.

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre #2 e 2
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EXERCICES ELEMENTAIRES

1. Lapplication définie par ¢p: Z x N* — Q est-elle injective ? surjective ?
1
(pq) — p+—
q

2. Montrer I'existence d’une bijection de IN sur IN2.

On pourra remarquer que tout 7 € IN* s’écrit de maniére unique n = 2P (2g + 1) o1 (p, q) € IN?.
3. Soit p:E — E tel que po p = p. Montrer que si p est injective ou surjective, alors p = idg.
4. Soit f: E — F. Montrer que f est surjective < (VBcE f'B)=0 < B= ?).

5. Soit E un ensemble et f : E — E telle que fo fo f = f. Montrer que f est injective si et seulement
si f est surjective.

6. Soit E un ensemble, (A;);c1 et (B;);er deux familles de parties de E telles que Vi € I, E = A; UB;.
Démontrer que

E= U

Uai

i€l

[B:

i€l

7. Soit X et Y deux parties d'un ensemble E. Montrer que X Y si et seulement sis’il existe Z dans & (E)
telqueZNXcZnYetZuXcZuUY.
8. Soit E et F deux ensembles non vides ainsi qu'une application «: E — F.

a. Montrer que la relation %, définie sur E par V(x,y) € E?, x%,y < u(x) = u(y) est une rela-
tion d’équivalence.

b. Cette relation d’équivalence peut-elle posséder une seule classe d’équivalence? Dans 'affirma-
tive, caractériser les applications u correspondantes.

c. On prend ici F = {0,1} et 'on suppose que u = 15 ot A € &(E). Combien &%, possede-t-elle de
classes d’équivalence ? On rappelle que 14 est la fonction définie sur E a valeurs dans la paire
{0,1} définie par 1a(x) =1sixeAet Ta(x) =0si x ZA.

9. Soit E un ensemble, (E <) un ensemble ordonné et f : E — F une application injective. On définit
dans E la relation #Z par xZy < f(x) < f(y). Montrer que Z est une relation d’ordre sur E.

10. Soit A, B et C trois parties d'un méme ensemble E.
a. On supposeque ANB=ANCetAUB=AUC. Comparer B et C.
b. Comparer (A\B)U (A\C) et A\ (BN C).

11. Montrer la bijectivité de 'application ¢ : RR" — RR" ou @ i R*—R

f —0 x — f(l/x)

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre #2 e 3
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~ EXERCICES CLASSIQUES PLUS TECHNIQUES

1. Soit E un ensemble, A et B deux parties de E.

a. Déterminer les parties X de E telles que AUX = E.

b. Discuter et résoudre (ANnX) U (B N )_() =@.

2. Soit E un ensemble, % et %> deux relations d’équivalence sur E. On définit une relation % sur E
en posant:
V(x,y) €E?, xZy <= xIB\y et x%oy

a. Montrer que # est une relation d’équivalence sur Z.

b. Exprimer la classe d’équivalence de x € E pour Z en fonction de ses classes d’équivalence pour

X1 et Ho.

3. Soit E et F des ensembles.
a. Démontrer que Z(E) U Z(F) c Z(EUF).
b. Déterminer une cns sur E et F pour que I'inclusion précédente soit une égalité.

c¢. Comparer Z(E)n Z(F) et Z(ENF).

zZ+W®

4. Soitwe C\U et f,: U— C définie par f,(z) :=

wz+1
a. Démontrer que f;,(U) c U.

b. Déterminer f,(U).

c. Justifier que f,, réalise une bijection de U sur f,,(U) et déterminer sa réciproque.

5. Soit f: IN — IN une surjection vérifiant Vn € IN, f(n) = n. Démontrer que f =idy.

6. Donner un exemple d’ensembles non vides A, B et d’applications f : A — B, g: B — A tels que
fog=idg mais go f #ida.

7. Soit #Z une relation d’équivalence définie sur un ensemble E. On note 1 : E — E/% 'application
qui a un élément x de E associe sa classe d’équivalence.

a. L'application mt est-elle surjective ?
b. Soit x et y dans E. Simplifier 1™ <{ 7(x),(y) }>

c. On suppose que 7 est injective. Que dire des classes d’équivalences ? Qu’en déduit-on pour Z ?

8. On définit une relation binaire sur R} parx <Xy < 3dneN, y=x".
a. Montrer que <X est une relation d’ordre.

b. Cet ordre est-il total ?

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre #2 ew 4
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| CORRIGE DU VRAI 0U FAUX ?

1. Vrai. Pour (p, q) € IN? tels que f(p) = f(q), on
ap=q.
2. Faux.Ona3¢ f(IN) donc f(IN) # IN.

3. Faux. Seule = est vraie. L'application f :
IN — IN, n— 2n est un contre-exemple a la
réciproque.

4. Faux. Seule = est vraie. L'application f :
IN — IN définie par f(n) = n—1si n e N*
et f(0) = 0 est un contre-exemple a la réci-
proque.

5. Faux.On a
AAB=(ANB)u(BNA)=AAB

6. Faux. Contre-exemple : f : R — R, x — x?
et A=1R,.Ona f(A) = Adonc f(A) =RZ et
fA) =A.

7. Vrai. Supposons f injective. Pour A c E, on
a A < f~1(f(A)) par définition des images
directes et réciproques. Soit u € f~1{ f(A)).
On a f(u) € f(A) donc il existe a € A tel que
f(u) = f(a). Ainsi u = a par injectivité de f et
donc u € A. Réciproquement, supposons que
pour tout Ac E, A= f~1{f(A)). Soient x et y
dans E tels que f(x) = f(y). Posons A; = {x}
et Az = {y}. Comme f(A;) = f(A2) = {f ()},
onaA; =A, donc x = y. Ainsi f est injective.

8. Faux d’apres le point précédent puisque I'in-
jectivité n'est pas équivalente a la surjecti-
vité.

i0

9. Vrai. Soit z € C*. On écrit z=re'Y avecr >0

etBeR.Onaz=exp(nr+i0).
10. Faux. Par exemple, exp~! ({1}) = 2inZ.

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CET EXERCICE

11. Vrai. Si AAB = @, alors B = AA(AAB) =
AA@ = A par associativité de A.

12. Faux. Contre-exemple : f(n) = n—1 pour
nelN*, f(0)=0et g(n) =n+1pour ne N*
et g(0) =0.

13. Vrai. Si f est bijective, alors f(@) = f(A) =A
donc A = @. La réciproque est claire car si
A=@,alors f =id.

14. Faux. En posant g: R? — R?, g(x,y) = (x—
|yl, y) vérifie clairement fog = go f =idR:.

15. Faux. Contre-exemple:pour f: R — R, x—
x*etA=R;,B=R_,ona f(AnB) = {0} et
fAYN f(B)=R;.

16. Vrai. Pour A et B partiesde E,onaAcAuUB
et Bc AuB d’ou f(A) c f(AUB) et f(B) c
f(AUB) et donc f(A)U f(B) c f(AUB). Ré-
ciproquement, si y € f(AUB), alors il existe
x € AUB tel que y = f(x) ainsi y € f(A) ou
y€ f(B).

17. Vrai. Supposons 0 injective et soient a et b
dans E tels que f(a) = f(b). Pour X; = {a}
et Xo = {b}, on a f(X;) = f(X2) = {f(a)} d'ou
X; = Xy, ie a = b. Réciproquement, suppo-
sons [ injective et soient X; et X, des parties
de E tels que f(X;) = f(X2). Soit a € X;. On
a f(a) € fX;) = f(Xy) donc il existe b € X,
tel que f(a) = f(b) donc a = b € X,. Ainsi
X; € Xy et par symétrie X; = Xo.

18. Vrai. Supposons 0 surjective. Il existe X par-
tie de E tel que F = f(X) et donc f est surjec-
tive. Réciproquement, supposons f surjec-
tive. Soit Y une partiede E. Ona8(X) =Y avec
X = f~1(Y) par surjectivité de f.

> Pour une application f : E — F et B c F, la notation f~(B) désigne {x € E; f(x) € B} et n'a rien
a voir avec la notion de bijection réciproque. Enfin, pour étre plus précis, si f est bijective alors
f~Y(B) désigne aussi bien I'image réciproque de B par f que I'image directe de B par la bijection

réciproque L.

> On verra que (Z?(E), A) a une structure de groupe de neutre @.

LLG o HX 6
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\ CORRIGE DES QUESTIONS A CHOIX MULTIPLE

1. Seuls b. et d. sont faux.
> 1l existe (a, b) € E2 tel que a # b. On a donc ﬂ Xclaln{b}=a3.

Xe ZE\D}
> OnaaussiE=J{x}c |J XetE=EnEc |J XnY.
x€E Xe Z(E)\{E} X,Y)e #(E)2

> Par distributivité de n sur U :

U xny=U |UXnY|=U XmUY): UX|nfUY|=UX
X,Y)e.Z2 XeF \YeF XeF Ye.7 XeF Ye.F XeF
et de méme pour l'intersection.
2. Tout est vrai. Les applications suivantes conviennent :
> g:(x,y)— (f(x), f(¥). > h:u— fou.
> ¢:X— f(X). > 0:v—vofl,
> Pour =, considérer ¢ = foy. Pour la ré-
ciproque, poser ¢ = f~lo¢.
3. Seul b. est faux. Pour A et x dans R, on a
Hlx) = (x+ )\)2+4_)\2 (%)
AT 2 4
> Soit A € R. On a f(x1) = fa(xz) avec x; := 1—% et x, :=—-1- % Comme x; # xp, fj n'est pas

injective.
2 o , o

> Pour tout A et x dans R, on a fj (x) > % — 1. Ainsi, pour tout A € R, fj n’est pas surjective.

> Lafonction x — x? étant injective sur un vrai intervalle I de R si et seulement sil = R, on déduit
de la relation (x) que f) est injective sur R si et seulement si % =0, i.e. si et seulement si € R;.

4. Seuls d. et f. sont vrais.

> La relation binaire c sur &(E) n’est pas symétrique. Comme E est non vide, on a @ c E mais

I'inclusion réciproque est fausse.

> On sait que < est une relation d’ordre sur &(E). Notons a et b deux éléments distincts de E.
Comme {a} et {b} ne sont pas comparables pour l'inclusion, c n'est pas une relation d’ordre
totale.

> On reprend les notations précédentes. La partie {{a}, {b}} n'admet par de minimum car X est
inclu dans {a} et {b} si et seulement si X est vide.

> Fixons (A,B) € #(E)?. Une partie X de E est un minorant de {A, B} si et seulement si X c A et
X c B, ce qui équivautaX c AnB. Onadonc que {A, B} admet une borne inférieure etinf{A, B} =
ANnB.

> Fixons (A, B) € 2 (E)?. Une partie X de E est un majorant de {A, B} si et seulementsiAcXetBc
X, ce qui équivaut a AUB c X. On a donc que {A, B} admet une borne supérieure et sup{A, B} =
AUB.

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre #2 e 6
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c Z(E) non vide, on prouve en raisonnant de fagon analogue que inf. % = [ X et

XeF
- Ux
XeF

5. Seuls les a. et d. sont faux.

)

> Pour

Y

sup

> Une relation binaire sur un ensemble E est antisymétrique et symétrique si et seulement si il
s’agit de la relation d’égalité.

> La relation & est clairement une relation d’équivalence. Pour xj € E, la classe d’équivalence de
Xp est 'ensemble f 1 f(x0)}) des antécédents de f(xp) par f, d'ou f est injectif si et seulement
si toutes les classes d’équivalences sont des singletons, et f est constante si et seulement si il
n’existe qu'une seule classe d’équivalence.

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CET EXERCICE

> L'exercice 2 est élémentaire mais trés intéressant pour s’entrainer a appréhender les différents
niveaux : applications entre ensemble d’applications, etc.

CORRIGE DES EXERCICES ELEMENTAIRES

1. > Soit (p1, 1) et (p2, q2) dans Z, x IN* ayantla méme image par . Ona p,—p; = l—iz €]l-1,1[nZ

donc p; = p» et g2 = g». Ainsi ¢ est injective. "ol
> L'application ¢ n’est pas surjective. Raisonnons par I'absurde en supposant que % admet un
antécédent par ¢ : soit (p, q) € Z x IN* tel que %ﬂ = % Onaalors 3pg+3 =2q (). On en déduit
que g divise 3 et donc que g € {1,2,3}. Dans les trois cas de figure, on vérifie sans peine que (x)
aboutit a une absurdité.
2. Soit g : IN?> — IN définie par g(p, q) = 2”(2g + 1) — 1. On déduit de I'indication de I'énoncé que g est
bijective. Lapplication ¢ = g~! est bien une bijection de IN sur IN?.
3. > Supposons p injective. Soit x € E. Comme p(p(x)) = p(x), on a p(x) = x par injectivité de p.
> Supposons p surjective. Soit x € E. Il existe a € E tel que x = p(a) par surjectivité de p. Ainsi,
px) =p(p(a) = p(a) = x.
Dans les deux cas, on a p = idg.
4. > Supposons f surjective. Soit B c F tel que B # @. Il existe alors y € B. Par surjectivité de f, il existe
x € Etel que y = f(x). Ainsi, x € f~1(B) et donc f~1(B) # @.
> Réciproquement, supposons que (VB cE f‘1 B)=0 < B= @). Soient y € Fet B = {y}. Comme
B#@,ona f 1(B) # @ et y admet donc au moins un antécédent par f. ainsi f est surjective.
5. > Supposons f injective. Pour x dans E, ona f (f (f(x))) = f(x), d’ou f(f(x)) = x. En particulier f
est surjective.
> Supposons f surjective. Soit y dans E. Il existe x dans E tel que y = f(x). On a donc

y=f@=(fofofNX)=(fo/H)

Ainsi fo f=idg d’ol f bijective, donc f est injective.

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre #2 e 7
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c E est évidente. Soit x dans E.

[Bi

i€l

A

i€l

6. L'inclusion U

> Cas 1:x appartienta |_JA;.
i€l
> Cas 2 : x n‘appartient a aucun des A;. Comme Vi € I, x appartient a A; UB;, x appartient a B;
pour tout i dans L.

Ua:

i€l
7. > Supposons XcY.On a clairement ENXcEnYetEUXcEUY.
> Supposons I'existence d'une partie de E notée Z vérifiant ZNnXcZnYet ZuX c ZuUY. Fixons x
dans X.
t Casl:xeZ. AlorsxeZnXdoncxeZnYdouxeY.
t Cas2:x¢Z.AlorsxeXuZdoncxeZuYdouxeY.

U

B

iel

On en déduit que E c

On en déduit que X c Y.

8. a. Larelation #, est clairement réflexive, symétrique et transitive : c’est bien une relation d’équi-
valence.

b. Le point important a remarquer est que, pour tout x € E, la classe d’équivalence de x est
u™ u(x)}). Cette relation d’équivalence possede une seule classe d’équivalence si et seulement
si u est constante.

c. On prend ici F = {0,1} et 'on suppose que u =1 ot A € Z(E).
> Cas 1:A =@ ouA=E.Onaalors une seule classe d’équivalence E.
> Cas2:A#EetA#@.0naalors deux classes A et A.

9. > La réflexivité est évidente.

> SixZy et yZx, alors f(x) X f(y) et f(y) X f(x). Par antisymétrie de < sur F, on a donc f(x) =
f(y), ce qui implique que x = y puisque f est injective. La relation &% est donc antisymétrique.

> Soit (x, y,z) € E3 tels que xZy et yZz.On aalors f(x) < f(y) et f(3) < f(2), dot1 f(x) < f(z) par
transitivité de < sur F, et donc xZ z. La relation % est donc transitive.

10. a. Soit x € B. Comme x e AUB=AUC,xeAouxeC.SixeA, alorsxe AnB=AnCdonc xeC.
Ainsi, dans tous les cas de figure, x € C. Ceci prouve que B c C et puisque les hypotheses sont
symétriques en B et C, on a aussi Cc B et donc B = C.

b. Ona
A\(BNC)=ANBNC=ANnBUC)=(ANB)UANC)=(A\B)U(A\C)

11. Comme 006 = idgr+, 0 est bijective et 67! = 6.
ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CES EXERCICES

> Ces exercices, bien que mettant en jeu des objets abstraits, sont en fait trés simples car ne néces-
sitent qu’une bonne connaissance des définitions.

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre #2 e 8
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- CORRIGE DES EXERCICES CLASSIQUES PLUS TECHNIQUES

1. a. Léquation X UA = E équivaut clairement a A c X.

b. Léquation (ANX) U (B N )_() =@ équivaut a AnX = BnX =@, ce qui équivaut encore 2 Bc X c A.

> Cas1l:AnB=4d. Lensemble des solutions est {X cE;BcXc 7\}.
> Cas2:ANB#d@. Lensemble des solutions est vide.

2. a. > Soit x € E. Par réflexivité de % et %>, x % x. Ainsi Z est réflexive.

> Soient x et y dans E tels que x% y. On adonc x %, y et x%#» y donc y %) x et y %, x par symé-
trie de Z) et #Z». On en déduit que yZ x. Ainsi Z est symétrique.

> Soient x, yetzdansE telsque xZ yet y#Z z.Onadonc x%,y, x%»y, y %1z et y%#»z. On a
donc x %) z et x %> z par transitivité de #) et %», d'oll xZ z. Ainsi Z est transitive.
La relation & est donc une relation d’équivalence.

b. Pour tout x € E, nous noterons x, x! et X% les classes d’équivalence de x pour les relations %, %,
et %».Pour y€ E,on a

yEX < xRy
= XZ1YNXR2Y
—= yex'Ayex?
= yex'nx?
Ainsix=%"nx*.
3. a. Toute partie X de E (resp. de F) est une partie de EUF. Ainsi Z(E)u Z(F) ¢ Z(EUPF).
b. La cnsrecherchée est EcF v F cE. En effet :

> SiEcFouFcE, alorsil ya clairement égalité.
> Sinon, il existe e€ E\F et f e F\E d’ou {e, f} € Z(E x F) mais {e, f} ¢ Z(E) U Z(F).

c. Comme (XcEAXcF) << XcEnF,ona ZE)nHAF) = XZEnF).

4. a. Soit ze U. Comme zz = |z|*=1,0na

N+wz] [1+wzl [1+wz]l [1+wz]
lwz+1] [wz+1] Joz+1] |wz+1]

|z]

z+w)_lz+w|_
lwz + 1|

|fw(z)| = ‘

Ainsi f,(U) c U.

wz+1

. )~ . 2 . ~ Z +
b. Soit u € U et z € U. L'équation f,(z) = w équivaut a —

w . — .
1 =u,ieu(wz+1)=z+w,ie

u_

w
z= ==/

1-u
car uw # 1 puisque |uw| = || # 1. Comme f_,(U) c U, on en déduit que f,(U) = U.

c. Le calcul mené a la question précédente montre que pour tout u dans U, I'équation fi,(z) = u
admet une unique solution dans U qui est z = f_,(«). Ainsi f réalise une bijection de U sur U
et saréciproque est f_,.
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5. Raisonnons par récurrence forte. Pour tout n dans IN, notons HR(n) la propriété f(n) = n.

> Par surjectivité de f, il existe m € IN tel que f(m) = 0. Comme f(m) = m, on en déduit que m = 0.
Ainsi HR(0) est vraie.

> Soit n dans IN. Supposons les propositions HR(0), ..., HR(n) vraies. Par surjectivité de f, il existe
m e N tel que f(m) = n+ 1. Comme f(m) = m, on en déduit que m < n+ 1. Comme f(k) = k
pour tout k dans [0, n], on en déduit que m = n+ 1. Ainsi HR(n + 1) est vraie.

6. PosonsA=[-1,1],B= [0,1],f:A—>B,x-—>x2 etg:B—A x— /x.0na fog=idg mais go f #idx.

7. On notera X la classe d’équivalence de x € E.
a. Comme E/Z = {x; x € E} et n(x) = X pour tout x € E, 'application m est surjective.
b. Onan ' {{n(x), n(y)}) = m(x) UR(Y).

c¢. Supposons 7 injective. Comme Vx € E, Vy € t(x), n(y) = n(x), la classe d’équivalence de x vaut
{x} pour tout x € E : Z est la relation d’égalité sur E.

8. On définit une relation binaire sur R} parx <Xy < 3dneN, y=x".
a. Soient x, y et zdans R}.
> x=x!donc x < x;
> Supposons que x X yet y < x. Il existe (n, m) € N? tel que x = y" et y = x™. Onadonc x = x"™".
tSix=1,alorsy=1letx=y.
tSix#1,alorsmm=1letn=m=1doux=y.
> Supposons que x <X y et y < z. Il existe (n,m) € N? tel que x = y" et y = 2. On a donc x = z*
aveck=nmeNdoux<z.
Ainsi X est réflexive, antisymétrique et transitive : c’est une relation d’ordre.

b. Cet ordre n’est pas total car Vne N, 2" #3 et 3" # 2.
ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CES EXERCICES

> Au 5., c’est I'examen des premiers termes f(0), f(1), etc. qui aboutit a une démonstration par
récurrence.
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