QlliZZ d’algébre 3 | Nombres complexes

Beaucoup de formules du cours sur les nombres complexes se démontrent de téte
car résultent de manipulations élémentaires (un petit développement, une écri-
ture sous forme algébrique ou polaire, etc.) ou s'interpretent gé¢ométriquement (cf.
l'inégalité triangulaire).

~ VRAIOU FAUX 2

\Y F
1. Pourtout z€ C, Im(z%) = Im(2)? O O
2. PourtoutOe R, cos(0) =Re (eig) O O
3. Pourtout 8 € R, cos*(0) =Re (eZie) O O
4. Pourtoutze U, Im (é) = —Im(z) O O
5. Lenombre ij estune racine carrée de 1 + j o O
6. Soitwe U, \{1}. Les racines n-éme de l'unité sont 1, w, ..., @" ! O O
7. Pourtoutne N*, {w;0eU,} =T, o O
8. PourtoutzeU, [z+1]°+|z—1|>=4 O O
9. PourtoutzeC, Re(z) =Im(z) < |z—1|=|z—1i] a O
10. Pour tout (a, b) € ((D*)g, =0 < a=>b O O
11. PourBe]—m, [ et x = tan(0/2), e = itzi O O
12. Pourtout n€ N, Uy, 41 NUsy, = {1} O O
13. Pourtout n €N, Us,, 42N Uy, = {1} O O
14. Pour tout (u,v) € C?, |u—v| < |u|—|v| O O
15. Pour tout (u,v) € C?, |[u—v| < |ul+|v| O O
16. Pour tout ze C\ {1}, _E_ elU O O
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- QUESTIONS A CHOIX MULTIPLE

1. L'ensemble des points d’affixe z telsque [z —1|<1let]|z+1|<1est:

a. {O}; b. un rectangle; c. une droite.

2. Soient a€ C* et O, A, B les points d’affixes respectives 0, a et —ia. Le triangle OAB est :

a. rectangle; b. isocele; c. équilatéral.

3. Pour tous (1, v) € C2 et U, Vles points d’affixes u et v, le nombre |u — v|? est égala:

a. Uv; c. |ul*-2Re(uv)+|vl*; e. |ul*>—2Re(uv)+|vl*;

b. |UV||?; d. |ul>-2Im(uv) +[vl?;

4. Soient A € C et 6 une racine carréede A.On a:

a. AeR. & 6¢€ilR; b. AeR, < 6€elR; c. AeU < 6€eU.

5. Pour tout 0 € R, les racines du polyndme P = X2 — 2 cos(0)X + 1 sont :

i0 -i0. : . . 1
a. eVete Y, b. cos(0) et sin(0); c. i et —-
e

6. Pour tous d et n entiers naturels, une condition suffisante de la relation U; c U,, est :

a. dl|n; b. n|d; c. d=n; d. d <n; e.n<d.

7. Siwe U, alors:

a. welU,; b. w3 € Us,; c. n=0[3] = weU,s.

u+v
8. Pour tout (u, v) € U? tel que u # v, le nombre complexe est:

u—v

a. réel; b. imaginaire pur; c. de partie imaginaire posi-
tive.

9. Soit n € N*. Lensemble des solutions de 'équation z” =z d'inconnue z € C est :

a. Rsin=1; b. U,,1sin=2; c. U,y ui{0}
dans tous les cas.
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EXERCICES ELEMENTAIRES

1. Soit 0 € R. Déterminer le module et un argument de e,
. n
2. Soit (n,0) € N x R. Déterminer le module de (e’e - 1) .

3. Soit w € C. Quelles sont les racines carrées de —w? 2 Méme question avec iw?.
4. Déterminer I'’ensemble des nombres complexes z tels que [z — 1| = |E -1+ |
5. Dessiner sur le cercle unité les racines quatriemes de 1 puis celles de —1.

6. Déterminer sous forme algébrique les solutions complexes de z> —2z+i = 0.
7. Montrer que la fonction f:z— |1+ iz|? + |z + i|? est constante sur U.

8. Soit (a, b, ¢, d) € R* tel que ad — bc>0et ze C vérifiant cz+d #0.

az+b)
>
cz+d

Démontrer que Imz >0 — Im(

1
9. Soit u € U\ {1}. Démontrer que Re (1—) =

1
2
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~ EXERCICES CLASSIQUES PLUS TECHNIQUES

1. Soit 0 € R. Déterminer les solutions complexes de z* —2cos(0)z? + 1 = 0.
2. Soit n un entier naturel impair. Montrer que {m2 ;WE Un} =U,.
3. Soit n € N*. Résoudre I'équation (z+1)" — z’" =0 d'inconnue z € C.

4. Soit ne IN*.
a. Déterminer les racines n-emesde 1+ i et —i.

b. En déduire les solutions dans C de 'équation z2" — z* +1—i = 0.

5. Soit a, b et ¢ des nombres complexes deux a deux distincts tels que
1 1 1

a—b+b—c+c—a:0

On note A, B et C les points d’affixes respectives a, b et ¢ dans un repere orthonormé direct.

a. Démontrer que AB? = AC x BC et BC? = BA x CA. INDICATION : AB = |a— b.

b. En déduire que le triangle ABC est équilatéral.

6. Soit a, b et c trois nombres complexes distincts deux a deux et d’affixes respectives A, B et C dans
un repere orthonormé direct. On suppose que ABC est équilatéral. Démontrer que

1 1 1
+ +
a-b b-c c—-a

=0
7. Comment faut-il choisir m € C pour que I'équation z>—(2+im)z—(1+im) = 0 admette deux racines
imaginaires pures et conjuguées ?

8. Démontrer que
VX, p,z,w)eCh, |x—yl-lz—w| < |x—z|-|ly—wl+|x—w|-|y—2z|

INDICATION : on pourra développer les produits (x — z)(y — w) et (x — w)(y — 2).
. . , . < .2
9. Déterminer I’ensemble des points M(z) tels que 12 soit réel.
-z

10. Soit f:C — C définie par f(z) := z(1 — z). Démontrer que

1
<_
2

1
Z_E <£ = f(z)—é

INDICATION : Ecrire z(1 — z) sous forme canonique .
11. Résoudre I'’équation z°z = 1 d’'inconnue z € C.

12. Soit a €] —m,7t[, on considere 'équation z> — 2%*! cos(a) z + 2% = 0.
a. Résoudre cette équation, on notera z; et z les solutions.

b. Soit A et B les points d’affixe z; et zp et O le point d’affixe 0, déterminer o pour que le triangle
OAB soit équilatéral.
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| CORRIGE DU VRAI 0U FAUX ?

1. Faux car par exemple Im (i?) # Im(i)?. B
2. Vrai par définition de I'exponentielle.

3. Faux : O = m/2 est un contre-exemple. Plus
généralement : A

V0 # 0 [n], cos?(0) # cos(20)
10. Faux car pour a et b non nuls :

. 1 _
4. Vrai car pourtoutze U, —=7Z.

a
“ a=b = —eUs={1,j,j*}
5. Vrai: 1+ j=—j2 = (ij)2 b
6. Fauxcarpourn=4etw=-1,ona En revanche, le résultat est vrai si a et b sont
réels.
k. — .
{‘” ke Z} =U2# U, 11. Vraicar 1+ix = e'®?/cos(0/2).
7. Vrai: 12. Vraicar:

Vze(C,z"=1 < Z"'=1
8. Vrai car par le théoréme de Pythagore :
2 t 13. Faux car:

Vze(C,z?"=2""2 =] < Z°=1

14. Faux car (u,v) = (1,2) est clairement un
‘ > contre-exemple.

-1
15. Vrai car par I'inégalité triangulaire :
On peut aussi utiliser :

9 2 lu—v| < lul+|-vl=ul+|v|
lz+ 1| =|z|"+2Re(z) +1

9. Vrai car I'ensemble des points équidistants 16. Vrai:
de A(1) et de B(i) est la médiatrice de [AB], z—1 |z—1]|
Jé . . Vze C\ {1}, | ——|=— =
equatlony—x. 1—1z |l|><|]__z|

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CET EXERCICE

> Le 6. tourne autour de la question des générateurs de U, : le cours nous apprend que siw := ™",

alors U, = {0*; k € Z} mais cet exercice nous dit que I'on ne peut pas remplacer o par n'importe
quelle autre racine n-éme différente de 1.

> Dans certains cas (cf. 8. et 9.), une interprétation géométrique est éclairante.

> A propos des racines n-émes de I'unité : il faut parfois revenir a la définition (ce sont les solutions
de z" = 1) car la forme exponentielle n’est pas toujours une bonne piste (cf. 12. et 13.).

> Au 14., il ne faut confondre I'inégalité proposée avec | |u| — |v|| < |u — v| qui est vraie.
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\ CORRIGE DES QUESTIONS A CHOIX MULTIPLE

1. Seul a. est correct car 'ensemble recherché
est 'intersection des disques de centre 1 et
—letderayon1:

2. Seuls a. et b. sont corrects car OB est I'image
par la rotation d’angle —n/2 de OA :

A

3. Lesseules propositions correctes sontb., c. et
e. Il suffit de développer

lu—v)*=(u-v)(u-7)
et remarquer que uv = UV puis:

uv+uv =2Re(uv) =2Re(uv)

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CET EXERCICE

4.

5.

Les trois propositions sont correctes. Cf. le
cours pour a. etb. et |A| = 152 pour c.

Seuls a. et c. sont corrects : le discriminant de
I'équation vaut (2i sin(0))?.

Seuls a. et c. sont corrects car

Uy g Uy, Uy g Us, Us£ Uy
etsin=kd avec k € N, alors

Vze(C, z%=1 = z"=1
Les trois propositions sont correctes :
((1)3)3’1 -1

()"

n/3

car " = 1. De plus, si 3| n, alors (ws) =1.

. Seul b. est correct car notant Z le quotient,

7=

Cf. (u,v) = (1,—1) pour les a. et c.

. Seul a. est vrai. Supposons n = 2. On re-

marque que 0 est solution. De plus, si z # 0
est une solution, alors |z|"= |z| donc |z| = 1.
Réciproquement, si z € U, alors z est solu-
tion si et seulement si z" = 1/z, ie z € Uj4;.
On en déduit que I'ensemble des solutions
est U, +1 U{0O}

> Commentaire sur le 1. : il est essentiel de savoir interpréter |a— b| comme la distance entre A et B,
les points d’affixes respectives a et b. On a aussi |z| = ||w|| siw est un vecteur d’affixe z.

> Commentaire sur le 2. : il faut « voir » la multiplication par e'® (pour 8 réel) comme une rotation

d’angle 0. En particulier, multiplier pari = e
le sens direct.

in/2

représente une rotation d’'un quart de tour dans

> Il serait bon d’obtenir le développement du 2. de téte. Au déduit de ce résultat que I’'équation
zZ—2Re(0z) + 0w = p? (oi1p € R*) est celle du cercle de centre Q d’affixe w et de rayon p.

> Au 7., on utilise que U,, est stable par le produit : si w et ' sont dans U, alors leur produit aussi.
En particulier, toute puissance d'un élément de U,, est dans U,,.

> Au 8., on peut aussi utiliser des formes polaires et des factorisations par I'angle moitié.

LLG o HX 6
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CORRIGE DES EXERCICES ELEMENTAIRES

1. OnaZ=e® =e®®eisin® donc

1Z| = e°°5® et argZ = sin(0) [27]
2.0naZ= (eie - l)n = (20)"sin"(0/2)e'""? donc
|Z| = 2"|sin(0/2)|"

3. Ona-w?=(in)etin= (ei”’4m)2.
4. L'équation s’écrit
lz—1|=]z—1-i|
On reconnait la médiatrice de [AB] ou A(1) et B(1 + i), ie la droite d’équation y = 1/2.
5. Les racines quatriemes de —1 sont de la forme e/™/*
rotation de centre O et d’angle +m/4 :

w ol w € Uy, on les obtient a partir de Uy, par la

6. Le discriminant de ’équation vaut A =4(1 —i). Soit 6 = x+ iy avec (x, y) € R2.0Ona

Re(5?) = 4 -y =4 (x,7) = (\/2\/§+2,—\/2\/§—2)
=N <= {m@?) = -4 <= {2xy =-4 < 3 ou
|6|2 = |A]| x2+y2 — 4\/5 (x’y) = (—\/2\/24'2, \/2\/2—2)

: e V2+1 . [vV2-1 V2+1 . [vV2-1
Les racines de I’équation sont donc 1 + > —i 5 etl— 5 +i >

7. Soitze C.Ona f(z) =(1+iz)(1—iz)+ (z+i)(z—i) =2zz+2 =4.

az+b _ (az+b)(cz+d) _ ac|zl?+bd+adz+bcz y s
8. Ona cz+d — lcz+d|? - lcz+d|? d’ou

Im(az+b) _ (ad—bc)Imz
cz+d)  |cz+d?

Le résultat en découle.

9. Soit u € U\ {1}. Il existe 8 €]0,2n[ tel que z = e® d’ol1

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre 3 e 7
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[\Slfe}

1-z 1-e® —2isin(

|

)eig —2isin(g)

——

[0
—sm(i

?)

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CES EXERCICES

d’'ott Re(7L) = =

1-z

DN =

—2sin

—_—

> Aux 4. et 5., 'interprétation géométrique remplace avantageusement le calcul : nul besoin d’ex-
pliciter les racines quatriémes de —1 pour les dessiner sur le cercle.

2
—in/8)

sinus de /8 au moyen des formules de duplication.

> Au 6., on peut aussi remarquer que A = (2\/ 2e mais il faut alors calculer le cosinus et le

> Au 7., on peut aussi remarquer que, pour z€ C, f(z) =|z— iP+|z+i|=2%2=4 par le théoreme de
Pythagore (le point M(z) appartenant au cercle de diamétre [AB], ou A(—1) et B(i)).

CORRIGE DES EXERCICES CLASSIQUES PLUS TECHNIQUES

1. Les solutions de Z2 —2cos(0)Z + 1 = 0 sont e*® on résout ensuite z2 = e, On trouve

e16/2 e—16/2

) )

_eLB/Z _e—lB/Z

)

2. OnposeE:= {wz; WE Un} etn=2m+1avec me IN. On a clairement E c U,,. Soit w € U,,. Comme
onaw?™1=1 0= ™?*douU, cE.

3. Onremarque que 0 n’est pas solution. Soit ze C*. On a

+1\"
z+1)"—2z"=0 (z ) —1
<

z+1 .
— 3ke[0,n-1], —— = g?ikn/n
z

. z+1
Fixons ke [0,n—1].Ona —
z

> Si k =0, alors cette équation n’a pas de solution.

2ikn/n ikn/n,_ _

= g2ikn/n —1z=1 < 2isin(kn/n)e z=1.

— (e

> Sinon, sin(kn/n) # 0 et 'équation admet une unique solution.

On en déduit I'ensemble des solutions de I'équation initiale :

y:{—l—icotan(g);keﬂl,n—lﬂ}
2 2 n

4. a. > Comme 1+ i = v/2¢/™4 T’équation E; : z" = 1 + i équivaut a =1, I'ensemble

z n
( 2{l/§einl(4n))

des solutions de E; est donc :

,%:{ z(l/iexp(;—n+2l:n);k€[[0,n—l]]}

n

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre 3 e 8
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n
. y . 2 . N < ’
> Comme —i = e~ "2, 'équation E, : 2" = —i équivaut a (T(Zn)) =1, '’ensemble des solu-
o

. 9
yg—{exp(—%+ l’];n);ke[[o,n—l]]}

b. Léquation F : 22" —z"+1—i = 0 est équivalente A F' : Z2—Z+1—i o1 Z = z". Le discriminant de
F'vaut A=1-4(1—1i) = -3 +4i = (1+2i)?, les racines de F sont donc —i et 1 + i. On déduit de la
question précédente que I'’ensemble des solutions de F est .77 U .%.

tions de E, est donc :

5. a. En mettant au méme dénominateur, on obtient —— % =0,d'ott (b—a)*=(b-c)(c-a)
et en particulier |b — a?=|b-c|x|c—al,ie AB2 BC x AC. Comme la relation vérifiée par a, b

et c est invariante par permutation circulaire de a, b et ¢, on en déduit que BC? = CA x BA.

b. Notonsa:=BC, B =ACety:=AB.Onay? = ap eta® = fy. En particulier y>p = o3p. Comme p # 0
(on a A # C par hypothese), on a y = a, ie AB = BC. On a donc aussi BC = CA (par permutation
circulaire de A, B et C, cf. la question précédente pour la justification), ie ABC est équilatéral.

6. Supposons ABC équilatéral direct. Ona ;=% = e '3 = —j? et = b =el3 = =—j?, dotic-a=—-j*b-a)
eta—b=—j?(c—b). Ainsi
1 1 1 1 1 i -Jt 1

+ + = + + = + =
-b b-¢c c¢c-a a-b b-c a-b a-b b-c

carl+j=—j%et ]iz = j. Si ABC est équilatéral indirect, alors ACB est équilatéral direct donc

1 1 1
+ + =0
a-c ¢c-b b-a

donc b‘f‘m'f’m_o.

7. Notons E I'équation 22 — 2+ im)z— (1 +im) =
> ANALYSE. Supposons que E admette deux solutions imaginaires pures et conjuguées. Comme
2+ im estla somme de ces deux racines, ona im = -2, d’ott m = 2i.
> SYNTHESE. Supposons que m = 2i. Léquation E s’écrit alors z? = —1 donc admet bien deux ra-
cines imaginaires pures et conjuguées, —i et i.

8. Soit (x,y,z, w) € C*. Comme (x—2)(y —w) — (x—w)(y—2) = —xw—zy + xz+ wy = (x— y)(z — w),
on déduit de I'inégalité triangulaire et de la multiplicativité du module que

Ix—yl-lz—w| < |x—z|-ly-wl+|x—-w|-|y—z|

9. Soitze C\ {1}.Onaz/(1-=z) € R sietseulementsiz/(1-z)=z/(1-2),iez/(1—2z)=2z/(1-72), soit
encore z—zz = z— zz, et finalement z = z, c’est-a-dire z € R. Lensemble recherché est donc R \ {1}.

10. Soit ze C tel que |z— 3| <1-Onaz(1-2)=(z-1) (2 —2)+ 1 dot f(z) -1 = —(z-1)*~ 1 puis
( 1\ 1 17 1 1 1
- = Z—=||+==lz—=| +=<2x- ==
2 4 4 4

par I'inégalité triangulaire.

11. On remarque que 0 n’est pas solution. Soit (,0) e R* x Ret z:=re’®. Ona

LLG &« HX 6 Quizz d’algebre 3 & 9
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22Z=1 = 20 0=
6540 _ 1
— r®=1et40=0[27]
U
— r=1et 6:0[—]
2
On en déduit I'ensemble des solutions : {1,i,—1,—i}.
12. a. Le discriminant de cette équation vaut A := 22+2 cos(a)2—220+2 = —220+2in ()2 = (j2%*! sina)’,
On en déduit les racines de I'équation : z; =2%'“ et zp = 2%,
b. Le triangle OAB est équilatéral si et seulement si OA = OB = AB, ce qui équivaut a |z;| = |z2| =

|21 — 2], ie 2% = 2% |[e* — ¢7®|. Comme

. .12 . . . .
el® _ i " g (em_ e—l(x) (e—za_ elcx) -1

2l _ ,—2ia0 _ 1

I'ensemble des solutions est {—3%,—X,Z 311}

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CES EXERCICES

> Le 1. fait référence au 5. du QCM.

> Au 2., E c U, est une inclusion évidente si on sait U,, est stable par le produit (voir une remarque
précédente du QCM). On utilise aussi cette propriété de stabilité pour I'inclusion réciproque : la
démonstration ci-dessus per met de conclure car o~ € U, (toute puissance d'un élément de U,
estdans U,,).

> Au 12., on peut aussi résoudre la question ainsi : OAB est équilatéral si et seulement si

— T
z2=0 _ etis,
zg—0

o o 9 a i T, 9
ce qui équivaut a e*'® = e*'3, je 2a = i%[ZT[], iea= i%[n].
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