QlliZZ d’analyse 1 | Nombres réels

Les inégalités sont au fondement de l'analyse. 1l est essentiel de savoir les manipu-
ler avec dextérité.

~ VRAIOU FAUX 2

V F
1. V(x,))eR? x<y = x</xys<y O O
2. VY(x,y)€[l,+ool, e*+e¥ <Y O O
1
3. VxeRR, x(l—x)sz O Od
1
4. VxeR}, x+—=2 O O
X
5. Y(a,bu,v)eR* lul<lAlvl<l = |ua+vb|<|a+Db| O O
6. V(abuv)eRY lul<lAlvl<1 = |ua+vb|<|al+|b| o O
2n
7. VxeRR, VnE]N,Zx’>0 O O
)
ln .
8. VxeR,VnelN, ) x'>0 O O
i=0
9. VY(a,boc)eRS a>+b?>+c*=1 = |ab+bc+cal<1 O O
10. Y(a,b)eR2, Va+b<ya+Vb O O
11. VxeR%, V(n,m) e N2, x" < x"""" +1 O o
12. VxeR,, [sinx| < v/x (on admettra que Vx e R, |sinx| < |x]) O O
2
13. Pour tout x réel, cos(x) = 1—7 o Od
14. Pourtous (a,b) e R2etne N, a?" < b*" <> |a| < |b| O O
1
15. Pourtout xe R* etaeR*, e ¥ <e™® = x<— O O

a
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- QUESTIONS A CHOIX MULTIPLE

n+2m
1. OnposeA:{
n+m

i (n,m) e N2\ {(0,0)}}. Vrai ou faux ?

a. A estborné; b. maxA=2; c. minA=0.

b
2. Pour a et b strictement positifs, on pose A = { a+(-1)"—;neN* } Vrai ou faux ?
n

a. A estborné; b. supA=a+b; c. minA=a-b.
3. Soitaet bdesréelstelsque -1<a<2et2<b<4.0Ona :

a. -5<a-b<0; c. —2<ab<8; L0< |4 <1; g l<a’<4;

e
b. -3<a-b<-2; d. -4<ab<8; f.1<]4<1; h. -1<a®<8.

4. Lensemble des solutions de x* —x>0est:a.]0,1[; b.]—o00,0[U]l,+oo[; ¢.]1,+00l.

5. Lensemble des solutions de Vx2+2x < x+ 1 est:

a. [0, +ool b. ] —00,~2] U [0, +oo c. [-2,0]
6. Lensemble des solutions de |x* —3| <2 est: a. ]1,\/3[; b. ]_\/5,_1[ U ]1,\/5[.
7. Soitxe]Rtelquelx—lei-

a. ‘1—§’<% b. ‘l—isé C.é?% d. |x2—4|<¥

1
8. Lensemble des solutions de x+ — >—1est:a. R}; b.]-1,+oo[; c.]—1,0[U]O0,1[.
X

1
9. Lensemble des solutions de x+ — > —3 est :
X

3++v5 3+ -3++v5
_34V5 b |-2EY5 V5 g el
2 2 2
10. Lensemble des solutions de |[x—1|+|x—2| =5 est :
a. | —oo,—1] b. [4,+oo[ C. |—o0,—-1]U[4,+o0]

11. Lensemble des solutions de v2x—1++vx—1=5est:a. [4,400[; b.[2,+00[; ¢.[5,+0ool.

12. Soient n € IN* et (ag, ai,...,a,) € ]RZ“. Vrai ou faux?

L n n n n
a. ) aj<(/n) a: b. Y a;<y/Y a?3Y at?
i=1 i=1 i=1 =1 in1

13. L'ensemble des solutionsde [3x—1] = |x+1] est:

LLG &« HX 6 Quizz d’analyse 1 & 2



HX 6 & 2024-2025 Laurent Kaczmarek

2
_,1[ b. [2‘_1
3 3

a.

3
14. Lensemble des solutions de {\/ J =2est:

a. ]—2\/5,—\/§]u[\/§,2\/§[ b. [—2\/5,—\/5[u]\/§,2\/§] . [\/52\/5[

| EXERCICES ELEMENTAIRES |

1. Soit a € R. Résoudre 'inéquation v x? + 1 < x — a d’'inconnue x réelle.
2. Pour tous n € N et x € R, démontrer que [sin(nx)| < n|sin x|.
3. Démontrer par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que Y(a, b) € R?, (a+ b)* < 8(a* + b*).

4. En utilisant I'inégalité AG, établir les inégalités suivantes :

1 a b 1
* 3 %\2
a. VxeR}, x T2 c. V(a,b)e(IR+),b2+a4+a2+b4s%

d. Y(a,b,0)eR3, (a+b)(b+c)(c+a)=8abc

2 2 2
ac b- ¢ _a b c
e. Va,bo)e(R:)’, S+ +—=—+—+—

I
Vv
[\

b. V(a,b) € (R%)%, =

5. Soit (uy) selN €t (V) new deux suites de nombres réels bornées.

a. On suppose dans cette question que Y (k, ¢) € N?, u; < vy. Comparer sup uy et elnf Vg.
kelN

b. On suppose dans cette question que Yk € N, ui < vg.

i. Démontrer que einﬂg Up < 1nf Vg et sup uy < sup vy.
€

CelN eIN
ii. Donner un exemple de suites pour lesquelles sup uy < Emllg vy.
lelN

iii. Méme question avec sup uy > elnf V.
CelN

~ EXERCICES CLASSIQUES PLUS TECHNIQUES

X+
1. Soit x et y dans ] — 1, 1[. Démontrer que X+l <
1+ xyl
ag+---+as
2. Soit ne N et (ag, ..., a,) € R, Justifier que V£ € [0,1], Z apt* —
1-¢

3. Soit a et b deux nombres réels. Etablir 'inégalité a+ b < (1+a®) (1 + b?).

LLG &« HX 6 Quizz d’analyse 1 & 3



HX 6 & 2024-2025 Laurent Kaczmarek

1 1 1 1
4. Montrer que Vn € IN¥, (1+—) (1+—)---(1+—) <3-—
13 23 n3 n

n
5. Pour ne€ N* et x € R, on pose ¢, (x) := Z |x — kI.
k=0

a. Simplifier ¢, (x) pour x € R_ puis pour x = n.
b. Soit € € [0, n —1]. Simplifier ¢, (x) pour x € [¢,€ + 1].

c. En déduire I'existence et la valeur de p := milél &y (x). INDICATION : Discuter selon la parité de n.
Xe

& k no1
6. Soit ne N* et ay, ..., a, dans R%. Lobjectif est d’établir que ) ———— <2y —-
k:1a1+"'+ak kzlak
ko k(k+1
a. Re-démontrer que Z i= ( ) pour tout k€ IN*.
i=1
k k 32 2 2
i ke(k+1
b. Justifier que, pour tout k € [1, n], (Z ai) (Z —) = (—)
i=1 i=1 @i 4
n k n i2 n 1
c. En déduire que — <1 — ) —|
a kzz"ldl+"-+ak l:Z]_ aikg’ik(k+1)2
k 4 k2
INDICATION : On a < Y —|parle2.b.
ar+---+ar  k(k+1)2 01 Gi
. 2 1 1
d. Etablirque Vke N*, — < — ——-
q k(k+12 k% (k+1)?
e. Conclure.
7. Soit ne N* et (t4,...,t,) e R".On pose S, := Z (cos(t,- +tj) +cos(t; — tj)).
Isi<js<n
n 2 n
a. Exprimer S, en fonction de Z costi| et Z cos? ;.
i=1 i=1
b. En déduire que S,, = —n.
8. Soit ne IN*.
1l n (sinn)cos(n+1
a. Démontrer que Z cos’k=—+ ( ) - ( )- INDICATION : Linéariser cos?.
=1 2 2sinl

n
b. En déduire que Z |cos k| =
k=1

- INDICATION : Comparer x et x2 pour x € [0, 1].

NS

Sl -

x
9. Résoudre I'équation [ J =2
1-3x
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| CORRIGE DU VRAI 0U FAUX ?

1. Vrai, par croissance de la racine carrée (ou en
élevant au carré).

2. Vraicarpourx=lety=>1
eV —eV=eV(e*-1)=e(e’-1)
et
e(e*-Ne  =e(l-e M ze(l-e=e-1>1
3. Vrai. Par exemple :

1 2
x(l—x)—zl:—(x—é)

1\2
4. Vrai car ——1 =0.
i)

5. Faux. Cex: (a,b,u,v) =(2,-2,1,-1).
6. Vrai par l'inégalité triangulaire.

7. Vrai. Pour x #1:

2n ; xZI’H—l_l
2 x' =
i=0 x—1

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CET EXERCICE

et x2"1 > 1 < x>1 (car x — x2"*! est

strictement croissante sur R).
8. Faux: cex (n,x) = (1,-2).
9. Vrai par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
10. Vrai: élever au carré.

11. Vrai. Si x = 1, alors x < x™™ < x"t" 4 1.
Sinon,onax”<1<1+x""™,

12. Vrai. On a |sinx| <1 < /xsi x> 1 et si

x€]0,1],ona ‘%) < % = 1/x, inégalité clai-

rement vérifiée en 0.

13. Vrai : étudier les variations de x — cos(x) —
1+ x2/2 en dérivant deux fois.

14. Vrai car x — x2" est strictement croissante
sur R,.

15. Faux:a < 1/xn’est pas équivalentax<1/a
maisal<x<1/a.

> La somme a majorer et 'hypothése sur a® + b* + c* doivent faire penser a Cauchy-Schwarz au 9.

> Le 4. est un cas particulier de I'inégalité AG (cf. la suite).

> Au 12., la disjonction est naturelle car le cas ot1 x = 1 est direct. Pour I'autre inégalité, la relation
|sin x| < x pour x = 0 permet de conclure sans calcul.

\ CORRIGE DES QUESTIONS A CHOIX MULTIPLE

0+2
1. Seuls a. et b. sont vrais. On a en effet Ac]0,2] et 2 = 0+ 1 En revanche, il est vrai que infA = 0.

b b
2. Seuls a. et c. sont vrais. En effet, a—b<a+(-1)"— < a+ > pour tout ne N avec a— b € A.
n

3. Seules a, d, e, et h sont vraies.

a. Comme -l1<a<2et—-4<-b<-2,0nob-
tient -5 < a— b < 0 par superposition des
inégalités.

b. Lesréels a=0et b =3,9 sont un cex.

LLG o HX 6

c. Lesréels a=-0,9 et b =3,9 sont un cex.

d. Sia=0,alors0<ab<8.Si—-1<a<0,alors
ab<0et|abl|<4dou-4<ab<0.

e. Onalal<2et|}|<3dou0<|¢|<1.

Quizz d’analyse 1 & 5
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f. Linégalité est clairement fausse si par h. Linégalité est vraie par stricte croissance

exemple a = 0. sur R de x — x3.

g. Linégalité est clairement fausse si par
exemple a = 0.

4

4. Labonne réponse est b. car x*—x = x(x>—1) et x3—1 est du signe de x—1 car x — x> est strictement

croissante sur R.

5. Seule a. est correcte. Linéquation est définie sur | —oo,—2] U [0, +oo[. On conclut en remarquant
que I'inéquation est équivalente a x +1 = 0 et (x + 1)? > x? + 2x.

6. La bonne réponse est b. car 'inéquation équivaut a 1 < x> <5.

7
7. Tout est vrai sauf c. En effet, v/2 <9/4 eton a 1 <|x| et |x+2|<|x—2|+4 (inég. triangulaire) d’ou

x x-2] 1 2| |x-2| 1 4 1 1\ 17
5-1]= <-, -2 Sxo, x—2)(x+2)| <o x |4+~ |=—
2 2 1 x| X 47 4 1) 16
) SR S 20 N . )
8. La bonne réponse est a. car I'inéquation équivaut 3 ————— >0, ie x > 0 car le trindme au numé-

X
rateur est toujours positif.

x> +3x+1
—>0

X
10. On effectue un disjonction de cas selon les signes de x — 1 et x —2 : on trouve c.

9. Labonne réponse est b. car 'inéquation est équivalente a

11. Seulle c. est correct. On remarque que I’expression du premier membre est strictement croissante
etvautlen x =5.

12. Les trois inégalités sont vraies et sont des applications de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le a.
utilise « the 1-trick» et le b. un « ré-équilibrage » :

n n n n n n
, IS 2. [N 2 13 2/3 213 e
2 aixl<y[)1 a; et Y a”xa;” <Y a® |} a
i-1 i1 iz i-1 i-1 i-1

Le c. s'obtient par la décomposition a; = vi x %4 :

car}.7 i < n? et par croissance de la racine carrée.
13. Ontrouve b. L'équation équivauta [3x] = |x] +2. En écrivant x = | x] +0, ceci est aussi équivalent a

lx]=1- 3 [360]. On en déduit que nécessairement |x] = 0 ou 1 et une synthése permet de conclure.

14. On trouve a. car I'équation équivauta2 < vx?+1<3.
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ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CET EXERCICE

>

> On rappelle que max(A) désigne le plus grand élément de A (il n’existe pas toujours, méme si A
est majorée).

> Le 3. illustre le fait qu’on ne peut pas retrancher membre a membre des inégalités : pou encadrer
a—b, on en encadre a et —b puis on superpose par addition ces deux inégalités. On ne peut faire
le produit membre a membre de deux inégalités sauf si tous les nombres en jeu sont positifs.
Pour encadrer ab, on commence par faire des disjonctions sur les signes de a et b. Dans le cas ou
ab > 0, il suffit d’encadrer |ab| pour conclure (on se ramene a des termes positifs afin de multiplier
membre a membre).

> Il faut bien posséder les différentes méthodes : inégalités usuelles, étude de fonction, signe des
trinébmes du second degré, factorisation, encadrement pour la partie entiere.

> Attention au passage au carré : | f(x)| < g(x) équivaut a g(x)> = f(x)? et g(x) = 0.

> Le 11. est intéressant car un argument de croissance y remplace des calculs (possibles mais fasti-
dieux : élévation au carré, etc.)

CORRIGE DES EXERCICES ELEMENTAIRES

1. Soit a € R. Résoudre I'inéquation v x2 + 1 < x — a d'inconnue x réelle. Linéquation est équivalente
ax=aetx’+1<(x—a)? ie x=aet2ax< a®-1.Pour continuer les calculs, il faut commencer
une disjonction de cas sur le signe de a.

> Cas1:a=0.Iln"yapasde solution.
2

> Cas2:a>0.0On vérifie que < aetiln'y a donc aucune solution.

2 az_l

2a

> Cas 3:a<0.On vérifie que > a et ’ensemble des solutions est

, OO

2. Par récurrence sur n € IN en utilisant les formules d’addition et 'inégalité triangulaire :

|sin((n+1)x)| = |sin(nx) cos(x) + cos(nx) sin(x) | < lsin(nx)l |cos(x)| + |cos(nx)| Isin(x)L

< |sin(nx)| + [sin(x)]

3. By two « 1-tricks », we get (a + b2 <2(a®+ b%) <2vV2Va* + b?, as requested.
4. Linégalité AG est équivalente a (vVA—vB)? = 0.
a. ChoisirA=x3etB=1/x.

b. ChoisirA=a/betB=Db/a.
2 g4 2, 14
=2ab et

c. Remarquer que = 2ab puis passer a I'inverse et additionner.

d. Multiplier membre a membre: a+b=2vVab, b+c=2vVbcetc+a=2\/ca.

S a2+b2>2a 02+a2>20 . b2+02>2b
e. Superposer — + — =2—-, —+—3>2— et —+—>=2—-
perp b2 2 ¢ a? b? b 2 a® a
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5. Notons U := {u,;ne N}etV :={v,; ne IN}.

a. Soit k € N. Comme u; est un minorant de V, on a u; < infV. Ainsi infV est un majorant de U
d'ousup U < infV.

b. i. Onreprend les notations de la question précédente.

> Tout minorant de U est aussi un minorant de V. Le plus grand minorant de U est donc un
minorantdeV : ainsiinfU < infV.

> Tout majorant de V est aussi un majorant de U. Le plus petit majorant de V est donc un
majorant de U : ainsisup U < sup V.

ii. Il suffit de choisir u, =0 et v, =1 pour tout n € IN.

iii. Il suffit de choisir uy = -2 et vy = —1, puis u,, =0 et v, = 1 pour tout n € IN*.

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CES EXERCICES
Ces exercices présentent de nombreuses techniques intéressantes :

> Les 2. illustre la preuve par récurrence.

CORRIGE DES EXERCICES PLUS TECHNIQUES

1. Linégalité est équivalente a (x + y)? < (1 +xy)?, ie x>y? — x> — x* + 1 = 0. On conclut en remarquant
que X’y — x> - x*+1=(1-x>(1-y?.

2. Soit ¢ dans [0, 1[. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n n ) 1_ t2”+2
Y apt* < Y ai |y r?i= Za
k=0 i=0 i=0

en appliquant la formule des sommes géométriques (la raison t? étant distincte de 1). On conclut

—p2n+2 1 1
< < =
en remarquant que, pulsque testentreOetl,on a 1 t2 S 1z t2 , et donc \/ -2 S \/1—1‘2 N
par croissance de la racine carrée.

3.Ona(l1+a*)(1+b*)—a-b= (d—%)2+(b—%)2+a2b2+%>0,
4. Raisonnons par récurrence. Soit n € N* et HR(n) la proposition [T}_, (1 + %) <3- %

> HR(1) est banale car les deux membres sont dans ce cas égaux a 2.
> Soit n € IN*. Supposons HR(n) vérifiée. En multipliant membre 2 membre par 1+ 1/(n+1)3 > 0,

on obtient :
n+1 1 1 1
l1+—=|=<|3——||1+ ————
1!:[1( +k3) ( n)( +(n+1)3)

) < 3 — —— (%) est donc une condition suffisante de HR(n + 1). Or,

n+1

Linégalité (3 ) 1+

(n+1)3

LLG &« HX 6 Quizz d’analyse 1 & 8
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3n—1xl+(n+D3<3n+2

n n+1)3  n+l
Bn-1)x (n®+3n®+3n+2) < nBn+2)(n+1)>
3nt+8nd+6n®+3n-2<3n*+8n+7n%+2n

(%)

0<n®-n+2
O<snn-1)+2

rrono

Puisque cette derniere inégalité est banale pour n = 1, (%) est vraie et donc HR(n + 1) aussi.
n
5. Pour ne N* et x € R, on pose ¢, (x) := Z |x — kI.
k=0
a. > PourxeR_,onad,(x) =Y} (k—x)=(n+1)(5-x).
> Pour x=n,onadp,(x)=YX_ (x—k) =(n+1) (x—2%).

b. Soitfe[0,n—1]etxe[l,€+1].Ona

0 n )
bn(x) = Z(x—k)+ Z (k_x):—eerl)+(€+1)x—(n—e)x+("+g+1)(” 0)
k=0 k=£+1 2

:(2€+1_n)x_€(€+1)—(n;€)(€+n+1)

c. On déduit des questions précédentes I'étude suivante :

> Cas 1 : n=2mavec me IN*. La fonction ¢, décroit sur | — oo, m] puis croit sur [m, +oo].

> Cas2 : n=2m+1avec me IN. Lafonction ¢, décroit sur | —oo, m], est constante sur [m, m+1]
puis croit sur [m + 1, +oo.

Dans tous les cas, ¢, admet un minimum sur R atteint en m et valant respectivement m2+m
et m2+m+1danslescas 1 et?2.

6. a. Cf.le cours.

b. Soit k € [1, n]. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2

a; a ) —
Ai=1 l\/a_i i=1 l i=1 @i
_k%k+n2
4
d’ot1 'inégalité demandée.
k 4 k '2
c. Soit k € [1,n]. On a, par le a. e k(k+ 02 L Z —. Puis, par superposition :

n

2 n l n
- =13 Z
+ag kzl(k(k+ 1)2 ,Zi al) 1<l;€<n aik(k+1)? ,:Zi a ,CX::Z (k+ 1)2

& k
kX:"ld1+

d. Soit ke N*.On a L L 2k+1 = 2k 2
1 T = = = .
k2 (k+1?2 Kk2k+1D?2 k2k+1?2 k(k+1)?2

e. Soit n € IN*. D’apres les deux questions précédentes, on a par télescopage :
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n k n ; no g n 1 1
— <2 _c <2y =
k;aﬁ'“ﬂlk i:zlai = k(k+1)? Z Z(kz (k+1)2

Ainsi, Y ———— <2y =

k=1 a1+"'+ak

7. a. Parlesformules d’addition,onaS, =2} ;<;<j<n cos(f;) cos(tj) d'ou S, = (Zl’.’zl cos tl-)z— ?:1 cos? t;.

b. Comme —cos® = —1 et (Z” cos ti)z =0,ona$S, = —n parlarelation du a.
8. a. Onacos’x = cos(22¢ pour tout réel x. Puisque ¢?’ #1,ona
n " ocos(k)+1 n 1 n n ;e —1
Zcoszk:ZL:— - (Z ’k) —+= Re( T)
_n, lRe( i(n+1) smn) n  (sinn) 09s(n+ 1)
2 2 sinl 2 2sinl

b. Puisque cos est a valeurs dans [-1,1], on a [cos| = cos?. Ainsi

i|COSk|>icoszk—ﬁ (sinm)cos(n+1) _n 1
B = 2 2sin1 ®2 7 2sinl

car (sinn)cos(n+1) = -1 et 2sin1 > 0. Comme sin est croissant sur [0, E] et g >1> % >0,ona

sinl;sin%:%>0d’of1—mlnlZ—Epuis
n_
Icoskl ———
e . L . x—2(1-3x) 3(1-3x)— 2 3
9. L'inéquation équivauta 2 < <3,ie ——— >0 et ————— >0.Ontrouve |—,—].
1-3x 1-3x 1-3x 710

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CES EXERCICES
Ces exercices présentent de nombreuses techniques intéressantes :

> Au 3., on a utilisé une mise sous forme canonique, souvent adaptée pour étudier des trinbmes du
second degré.

> L’inégalité du 1. peut aussi s « démontrer » en termes de distances (comparaison de la distance

yy + 1 et rechercher son signe (mise au

méme dénominateur, etc).

> Il faut reconnaitre les principales formes d’'inégalité : Cauchy-Schwarz permet de minorer des
sommes de carré et de majorer des sommes, I'inégalité triangulaire permet de majorer des valeurs
absolues de somme, etc.

> La factorisation permet de trouver plus facilement le signe d’'une expression.
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