QlliZZ d’analyse 2 | Suites numériques

Toutes les suites rencontrées ci-dessous sont a valeurs réelles.

~ VRAIOU FAUX 2

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

La suite (1,,) n=0 la suite définie par u, = vVn*+1 - n? est bornée.
Up

Pour tout (uy) n=0 € RN, —— 0 = u, 0

1+ U, n—+oo n—+oo

La somme de deux suites divergentes est divergente.
La somme d’une suite convergente et d'une suite divergente est divergente.

Une suite non majorée diverge vers +oo.

UyUy 0 = (up)nu=0 ou (V) ;=0 €st bornée

n—+oo

+oo < |uyl
n—+oo n—+oo

Uy, +00
Une suite divergeant vers +oo est croissante a partir d'un certain rang.

Si (u,,v,) =0 st bornée, alors (u,,) ;=0 €t (V) =0 sont bornées.

Une suite décroissante qui admet une sous-suite convergente est convergente.
Une suite croissante qui admet une sous-suite majorée est convergente.

La partie entiere d'une suite réelle convergente est convergente.

Le maximum de deux suites réelles convergentes définit une suite convergente.
Une suite positive qui converge vers 0 est décroissante APCR.

Le quotient de deux suites de limite +oco admet une limite dans R.

Sig,

" +00, alors (sin(0;)),>0 n'a pas de limite.
n—+oo

Le produit de deux suites réelles minorées est minoré.

Une suite réelle croissante a partir d'un certain rang est minorée.
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- QUESTIONS A CHOIX MULTIPLE

1. On pose A= {ﬂz’ (n, m) E]NZ\{(O,O)}}.Vraioufaux?
m

n?+

a. A estborné; b. maxA=1; c. minA=0.

. 2 rd n n
2. Lasuite de terme général u, = LEJ ~z est:

a. périodique; b. bornée;

[g]

. divergente.

n i
3. Pour tout n € N, on pose u,, = Z cos (?) Vrai ou faux ?

k=0
a. (U,) =0 estbornée; b. (u,)ns0 est périodique; c. (U10n) n=0 cOnverge.
2+
4. On pose, pourtoutne N, u, = cos( ) n)- Vrai ou faux ?
n
a. (up)ns=o0 converge; b. (lu,l)n=0 converge; c. u, =0APCR.

5. On suppose que (sin(0,)),so converge. Vrai ou faux ?

a. (cos(0,)),=0 converge; b. (Icos(0,)]),>¢ converge;

(<]

. (0) ;>0 converge.

6. Soient k€ R et (u,) 550 définiepar up =1, uy =ketVvn=0, u,i2 = —Up+1 + Up. Vrai ou faux ?

V5-1 b. 3keR, u,
2

—00
n—+oo

a. (Up)nso estpositive < k=
c. (Up)nso converge <— k=1

7. Soient k € R et (u,) >0 définie par up = ket Vne N, uyi =1+1Inu,.
a. (Up)nso estdéfinie = (uy) >0 €st monotone;
b. (1) ;=0 est définie <— £k >0;

c. (Up)pn=o estdéfinie = u,, —— 1.
n—+oo
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EXERCICES ELEMENTAIRES

. Soit (#,) neN et (V) newy deux suites de nombres réels bornées.

a. On suppose dans cette question que V (k, ¢) € N?, u; < v,. Comparer sup uy et einﬂg vp.
kelN €

b. On suppose dans cette question que Yk € N, ui < vg.

i. Démontrer que inf uy < inf vy et sup uy < sup vy.
CeN leIN 0eN eIN

ii. Donner un exemple de suites pour lesquelles sup uy < Einng vy.
CeN €

iii. Méme question avec sup uy > inf vy.
teN telN

est monotone.

Up+--+u
Soit (1,,) € RN monotone. Montrer que (u)

Donner des exemples de suites : majorée et non minorée, minorée et non majorée, ni croissante ni
décroissante.
Donner I'exemple de deux suites divergentes dont le produit est une suite convergente.

Montrer que la réciproque du théoreme de Césaro est vraie sous I’hypothese supplémentaire que
la suite (u;) est monotone.

On considere la suite (u,),5¢ définie par u, = 0 si n est pair, u, = 1 si n est impair. Montrer que
cette suite admet une infinité de sous-suites convergentes.

u%+1
2

Etudier la suite (u,) ,ev définie par ug € R et, pour tout entier naturel 7, 1,11 =

Soit 7 € IN, on note u,, I'unique réel solution de 'équation x° + nx —1=0.
a. Justifier 'existence de (1) ;>0.

b. Montrer que (u,) ;>0 converge et déterminer sa limite. Trouver un équivalent de u,,.

Un

Soit (uy,) ey définie par ug>0etVne N, u,y; = T
+ u;,

Etudier le comportement asymptotique de (i) selN-

10. Soit, pour n € N*, f;, 'application définie par Vx € R, f,,(x):= x" +6x—1.

1 1
11. Soit p un entier telque p=>2.Pour ne N*,onpose u, =1+ —+---+ —etv, =u, +

a. Démontrer que, pour n € IN*, il existe un unique x, € R tel que f;,(x;) =0.
b. Montrer que (x,),>1 €st monotone et convergente.

c. Déterminer la limite de (x,,) ;>1.

1

2r np np-1
Montrer que (u,) et (v,) sont des suites adjacentes.

12. Soit (a,) >0 la suite définie par ap =2, a; =5etVne N, a,i2 =5a,+1 —6ay,.

LLG &« HX 6 Quizz d’analyse 2 & 3
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a. Pour tout entier naturel n, calculer a,, en fonction de n. Déterminer un équivalent simple de a,,.

an+1

b. Montrer que la suite (v,) ;>0 définie par v, := converge et déterminer sa limite.

n

o

n
13. Soit (a, p) € R?. Déterminer un équivalent simple de la suite de terme général u,, := o
+n
nﬁ
14. Soit (o, p) € R? et A € R*. Etudier le comportement en +oo de la suite définie par u, := |1+ —a)
n
- . P nje"+e"
15. Etudier le comportement asymptotique de la suite définie par u, = —
16. On suppose que v, ~ U, ou (U,) eIy €st bornée. Peut-on en conclure que v, — u;, " 0°?
n—+oo
n —n\n
5 : . . s e —e
17. Etudier le comportement asymptotique de la suite définie par u, = [ ——
e'+e"

‘ EXERCICES CLASSIQUES PLUS TECHNIQUES ‘

. .2 1 k
1. Soit (#,) 0 telle que V(k, n) € IN*)“, 0 < u, < —+ —. Montrer que u,, —— 0.
k n n—+oo
n(2n
2. Soit (uy) =1 la suite définie par u, = 4\/—;( )
n
a. Déterminer le sens de variation de () ;>1.
. [ n
b. Démontrerque Vn=1, u,< .
2n+1
. ) 1 1
c. Montrer que la suite (u,),>1 converge vers un réel ¢ tel que 5 sl< E

11
3. Soit f:R — R bornée. Pour tout n € IN*, on pose I, = [_E’;]’ my = inIff(x) et M, =sup f(x).
x€l,

xel,

a. Prouver que ces deux suites sont monotones.

b. Sont-elles convergentes ? Donner un exemple ol elles n’ont pas méme limite.

: ’ . . u] +---4+ U
4. Trouver une suite (1) ;>0 N"admettant aucune limite telle que L " +o0.
n n—+oo

. P, 1 .
5. Soit (1) =0 une suite définie par uyg >0, u; >0etVn =0, upi2 = (Up+1 u%) 3. Exprimer u, en fonc-
tion de n puis étudier la convergence de la suite.

6. Etudier la convergence de ([a”]''"), . pour a>0.
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7. Soit (uy) ,eN une suite de réels bornée.
Onpose, VneN, v, =sup{uy; p = n}et w, =inf{u,; p = n}.

a. Justifier que les suites (v,) ;>0 €t (W) =0 sont bien définies.

b. Déterminer le sens de variation des suites (v;,) ;=0 €t (W) n=0-

c. Etablir que (v,,) n=0 et (W) n=0 sont convergentes. On note respectivement L et £ leurs limites.
d. Montrer que (u,) >0 converge si et seulement si £ = L. On pourra utiliser le théoréme d’encadre-

ment pour I'une des deux implications et revenir a la définition « epsilonesque » pour I’autre.

8. Soit (u#,) ,eN une suite a valeurs dans [0, 1] telle que pour tout n € IN, (1 —u,)u,41 = T

1 1
a. Démontrer que Vx € [0,1]\ {5}, x(1—-x)< 7

1

b. En déduire que (u,) ;>0 €st monotone puis que u, 2
n—+oo

9. On considere la suite (1) >0 définie par up =0, uy =1letVnelN, uyi2 = uUn+1 + Un.

a. Montrer que (1) ,>0 €st croissante.

b. Montrer que u, 2.
n—+oo
. . . 2un Up+1 . . .

10. Soit (u,) p>0 définie par up =1, u; =2etVne N, u,» = —— - Expliciter u, en fonction de

. nt Un+1

On pourra s’intéresser a v, = uin (apres justification).

. . e 2u; -3
11. On considere la suite (1) ,ev définie par uy =5 et Vne N, u,y; = TR
Up
2x*-3
a. Montrer que [3, +oo[ est stable par [ : x — >
X

b. Etudier la monotonie de (1) selN.

c. En déduire le comportement asymptotique de () seIN-

12. Soit (uy) nelv €t (V) ney deux suites réelles de limite +oo telles que u;, = o(v,,). Montrer qu'’il existe
une suite (wy) ,ew de limite +oo telle que u,, = o(wy,) et w;, = o(vy,).

INDICATION : on peut trouver une solution w, s’exprimant simplement en fonction de u,, et v,,.

13. Soit (1) e une suite vérifiant uge RetVvne N, u,1 =2" -3u, ().

a. Déterminer une suite géométrique (v,) e Vérifiant (x).
INDICATION : Larelation (%) impose clairement la raison d’'une telle suite.

b. Calculer la suite de terme général w,, := u, — v,. On exprimera w, en fonction de 7 et uy.

1 1
c. On suppose que uy # 5 Montrer que u;, ~ (uo - g) (—3)" puis trouver un équivalent de 1,1 —
un.

d. En déduire I'’ensemble {ug; (i) ey €St monotone}.

LLG &« HX 6 Quizz d’analyse2 & 5
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4.

8.
9.

Laurent Kaczmarek

| CORRIGE DU VRAI 0U FAUX ?

. Vrai. Pourtout ne€ N, on a

1
- Vnt+1+n?

On en déduit que la suite () ;>0 €st minorée
par 0 et majorée par 1.

Un

Vrai. Si (#,,) =0 converge vers 0, (V) ;>0 aussi
d’aprés les théorémes sur les opérations
et les suites. Réciproquement, si (vy)nso0

. _ v
converge Ver-s 0, puisque Vn =0, u, = 1_’:}n
(un) n=0 aussi par les mémes aguments.

Faux. Cex : (1) ;>0 et (—1) 0.

Vrai. Preuve par l'absurde : si (u, + vy)
convergeait, alors la suite de terme général
Up = Uy + Uy — Uy CcONvergerait aussi.

Faux. Cex: (-1)")

n=0"

Faux. Cex :

0 sin pair
un = ) vn =
n si nimpair

0 sinimpair
n sin pair
Faux. Limplication = est vraie mais sa ré-

ciproque est fausse comme le prouve le cex :
(=1)"n) po.

Faux. Cex: (n+ (—=1)"™) ;0.

Faux. Cex (1) ,0 €t (1/12) 0.

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CET EXERCICE

14. Faux. Cex: (

10. Vrai. Si (upm))n=0 €st une suite extraite

convergente de (u,)ps0, alors Vn € N,
Upn) < Up (car ¢ = idy). Comme une suite
convergente est minorée, on en déduit que
(un) n=0 est minorée donc convergente.

11. Vrai. Si (up(n)) n=0 €st une suite extraite ma-

jorée de (u,)pn=0, alors Vn € N, upm) = uy
(car ¢ = idy). On en déduit que (1) 50 est
majorée donc convergente.

-n"
12. Faux. Cex: |1+ .
n=1

n

13. Vrai par la formule :

Up+ Uy + Uy — vyl
2

VnelN, max(u,, v,;) =

1+(—1)”)
n+1 n>0.

15. Faux. Cex:

n  sin pair v/ si nimpair
un = y yn =

V/n sinimpair n sinpair

16. Faux: cex (mn) ;0.
17. Faux: cex (—1) ;>0 et (1) ;,>0.

18. Vrai. Si (uy);>0 est croissante a partir du

rang no, le réel min(uy, ..., u,,) est un mino-
rant de (4,) 1=0.

> Pour rechercher des contre-exemples sur les suites, il peut étre utile de définir u, selon la parité

de I'indice n.

> Attention aux idées fausses : cf. 8. et 14.

LLG o HX 6
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1.

8.

9.

\ CORRIGE DES QUESTIONS A CHOIX MULTIPLE

Seul a. est vrai. Lensemble A est borné car A c]0, 1[ et puisqu’il est non vide, A admet des bornes.

2 2
Par l'inégalité AG, ona nm < - Em , on en déduit que % est un majorant de A et puisque % eA A

admet un maximum qui vaut % On remarque que 0 est un minorant de A et que la suite de terme

général n2’11 converge vers 0 et est a valeurs dans A. On en déduit que infA = 0. Comme 0 ¢ A, cette

borne inférieure n’est pas un minimum.

2. Tout est vrai. La suite est 5-périodique donc bornée, mais n’étant pas constante, elle diverge.

Tout est vrai. Pour tout n € IN, u, est la partie réelle de
eZin/S(n+l) -1
Zn = eZin/S -1
Comme (z,);>0 est 5-périodique, c’est aussi le cas de (uy)n=0, qui est donc bornée. La suite
(410n) n=0 €st constante.

Seul b. est vrai. Pour tout n € IN,

2n -1 2n
up=cos|{(n—1)m+ ——|=(-1)"""cos
n+1 n+1

1 mais comme 1,41
n—+oo n—+oo

Seul b. est vrai. Cex pour les a. et b. : 0,, = nn. Et [cos0,| = /1 -sin?(©,) au b.

Ainsi |uy| let uy, -1, la suite (u,) ,>0 diverge.
n (0 0]

Seuls le a. est vrai. Les racines de I'équation caractéristique z> + z— 1 = 0 sont %‘/5 Apres tout
calcul (cf. la condition initiale uy = 1), il existe A € R tels que

Vn=0, un:)\(%\/g) +(1—)\)(_1%\/§)

_15‘/5 <-1<0< B EaV < 1 sont au fondement des raisonnements suivants :

2
[

—1+V5
2

Les inégalités
> Supposons (i) =0 positive. Onaalors A =0, douVn =0, u,=

> La convergence de (u,) >0 est équivalente a A =0, donc a k =

> (Un)n=0 N'a pas de limite ou converge vers 0.

Seuls a. et c. sont vrais. En effet, si la suite est bien définie alors Vne N, u,.; =1+Inu, < u, car
Vx>0, Inx < x—1. Toujours sous la méme hypothese, (1,) ;>0 est minorée par 0 et donc converge
vers un réel £. La relation de récurrence nous permet d’écarter le cas o1 £ = 0 (raisonner par 1’ab-
surde). Par continuité du logarithme, on aInf¢ = ¢ -1, d’ot1 £ = 1. En particulier, si la suite existe,
alors elle décroit vers 1 donc est minorée par 1, d’ou k = 1. La réciproque est immédiate car [1, +ool
est stable par x — 1 +Inx.

On trouve b. L'équation équivaut a [3x] = | x| +2. En écrivant x = | x] + 0, ceci est aussi équivalent a

[x]=1- > [36]. On en déduit que nécessairement |x] = 0 ou 1 et une synthése permet de conclure.

On trouve a. car I'équation équivaut a2 < vx?+1<3.

LLG &« HX 6 Quizz d’analyse 2 & 7
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ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CET EXERCICE

> On rappelle que maxA désigne le plus grand élément de A (il n’existe pas toujours, méme si A est
majorée).
> Retour sur le 6. Notons x; la racine négative de I'équation caractéristique. Supposons A # 0. On

a alors )\”T”n — 1 (cf. les inégalités données dans la correction) donc u,, est du signe de Axy
1 Nn—+o0

APCR. On en déduit que u,, est de signe alterné APCR.

CORRIGE DES EXERCICES ELEMENTAIRES

1. Notons U := {u,; ne N}etV :={v,; ne N}

a. Soit k € N. Comme u est un minorant de V, on a uy < infV. Ainsi infV est un majorant de U
d'ousup U < infV.

b. i. Onreprend les notations de la question précédente.

> Tout minorant de U est aussi un minorant de V. Le plus grand minorant de U est donc un
minorantde V : ainsiinfU < infV.

> Tout majorant de V est aussi un majorant de U. Le plus petit majorant de V est donc un
majorantde U : ainsisup U < sup V.

ii. Il suffit de choisir u, =0 et v, =1 pour tout n € IN.

iii. Il suffit de choisir uy = -2 et vy = —1, puis u, =0 et v, = 1 pour tout n € IN*.

2. Supposons (uy) =0 croissante. Posons v, = (up + uy + -+ + uyp). Soit n € IN. On vérifie que
n

+1
(n+2)(Vps1 = Vn) = Ups1— Un

or, puisque (u,) est croissante,

1 (n+1Dupy
Up = (p+ur+---+uUp) s —
n+1 n+1

etdonc v,4+1 — vy, = 0; ainsi (vy,) est croissante. Si (1) est décroissante, on applique ce qui précede
a (—uy) pour conclure.

3. Voici des exemples élémentaires : (—n) ;>0 est majorée par 0 mais non minorée, (1) ,>¢ est minorée
non majorée et ((—1)") >0 n’est pas monotone.

4. Les suites ((—1)") ;50 et ((—1)") ;¢ nous donnent un contre-exemple élémentaire.

UQ + -+ un gl
5. Supposons que (1) ;>0 €st monotone et ¢ € R. Comme (u,) >0 €St monotone,
n—+oo

n
¢' € R U {00, +00o}. On déduit alors du théoréeme de Césaro que £ = ¢'.

onauy,

n—+oo

6. Pour tout p € IN, posons

n sinsp
VneNN, ¢,(n) =

2n+1 sin=zp+1

Les suites (i, (1) n=0 sont deux a deux distinctes, extraites de (u,) ;>0 et convergent toutes vers 1.

LLG &« HX 6 Quizz d’analyse 2 & 8
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7. On commence par une étude graphique :

. 2 s
Comme la fonction f: x — XT“ est définie sur

R, la suite est toujours définie.

Il est clair que f croit sur R et décroit sur R_.

On remarque que

o 1+ x?
VxelR, > =x

car (x—1)? = 0. Ainsi, la suite est toujours crois-
sante.

Deplus, f(x)=x < x=1.

> Cas 1:0< up <1. Comme [0,1] est stable par f (cf. les variations de f par exemple), u, € [0,1]
pour tout n € IN. Comme (u,,) ,>0 est croissante, elle converge vers un réel £ = 0 qui vérifie f(¢) = ¢
par continuité de f. Ainsi £ =1 et u, 1.

n—+oo
> Cas2: uy> 1. Comme |1, +oo est stable par f (cf. les variations de f par exemple), u,, > 1 pour
tout n € IN. Comme (u,,) ;> est croissante, elle admet une limite £ €]1, +oo[ U{+o0o}. Raisonnons
par 'absurde en supposant que £ € R. On aurait alors f(¢) = ¢ par continuité de f, d’'ou ¢ =1, ce
qui est absurde. Ainsi u, +00.

n—+oo
> Cas3:up<-—1.0naalors u; >1etonestramené aucas 2 : u,

+00.
n—+oo

> Cas4:-1<uy<0.0OnaalorsO<u; <letonestramenéaucasl: u, 1.

n—+oo
8. a. Pour tout entier naturel 7, notons f,, : x — x> + nx — 1. La fonction f; ne s’annulle qu’au point

up = 1. Pour tout entier n non nul, la fonction f;, est dérivable sur R en tant que fonction po-
lynomiale et Vx € R, f;(x) = 5x*+ n > 0. Comme fn(x) +o00, f, réalise une bijection

X—too
strictement croissante de R sur R. Ainsi, il existe un unique u, € R tel que f,(u;) =0.

b. Pour tout entier naturel, on a vu que u, > 0. De plus, 1 — nu, = u) >0d ot 0 < u, < 1/n et, par
encadrement, u,, > 1dotuy, ~ 1

0. Comme 1-nu, =u,, 0,onanu,
n—+oo n—+oo n—+oo

X
9. On pose, pour tout x dans R, f(x) = oo

P
> Comme f(R4) c R, et up € R4, la suite (u,) ey est bien définie et a valeurs dans R ;.
u
> PourtoutneN,ona u,; = —nu3 < ujpcaruy € Ry.

n
> Comme () ,eIN est décroissante minorée par 0, elle converge vers un réel ¢ positif.

> Comme f est continue, on a f(u,) f0).Ansif = f(¢),d ou £ =0 apres tout calcul.

n—+oo

10. Soit, pour n € N*, f;, 'application définie par Vx € R, f,,(x) := x" +6x—1.

a. Soit n € IN*. La fonction f;, est continue et strictement croissante sur R, (en tant que somme
deux fonctions vérifiant ces mémes hypothéses). Comme f,,(0) = —1 et f,,(1/6) > 0, on déduit du

LLG &« HX 6 Quizz d’analyse2 & 9



HX 6 & 2024-2025 Laurent Kaczmarek

théoreme des valeurs intermédiaires qu'’il existe x, dans [0,1/6] tel que f,(x;) = 0. L'unicité de
X, provient de la stricte croissance de f;.

b. Soit n € IN*. Sur [0,1/6], on a f11(x) < f(x) d’olut f(x,+1) = 0. Comme f;, est strictement crois-
sante et s'annule en x,, on en déduit que x,4; = x,. La suite (x,),>1 est donc convergente car
décroissante et majorée par 1/6.

1-x

. 1
c. Pourtoutne IN*,ona0 < x, < 6" donc x;; —— 0. On en déduit que x, = B .
n—+oo 6 n—+oo 6

11. Soit n € IN*. Puisque p=2,0n a
-1 p=2 (k. k
2nP el —(1+mp  C-pn? T =X ()n

=——>0 et Up+1—Up= = <0
(n+1)P el o (1+n)Pnr1 (1+n)Pnp1

Un+1 — Up

Les suites (1) neln+ €t (V) neln+ sont donc respectivement croissante et décroissante.

Deplus, v, —u, = # —— 0. Les deux suites sont donc bien adjacentes.
n—+oo

12. a. On reconnait une récurrence linéaire d’ordre deux a coefficients constants. Léquation carac-
téristique associée est r> — 5r + 6 = 0 et admet pour racines 2 et 3. Ainsi, il existe (a,p) € R? tel
que a, = a2” +p3" pour tout n € N. En tenant compte des conditions initiales, on trouve sans
peine en résolvant un systéme que Vne N, a, =2" +3". Comme 0 <2< 3,0na a, ~3".

ap+1 3n+1 ) s
b. Onav, = ~ =3douv, 3.
ap 3n n—+oo
. __n* _n*_ _a-P
13. > Cas1:P$>0.0Onaalors up, = 77— ~ 75 =n""r.
. __n* _ o«
> Cas2:$<0.Onaalors u, = -5 ~n".

> Cas3:p =0.0naalors un:%a-

14. > Casl:ua>0.0Onaalorslnu, ~ AP _ AnP~<,

nO(
t Casl.l:fp>a.Onalnu,

+oo d’ol1 u,,
n—+oo n—+oo

t Casl.2:f<a.Onalnu, —— 0d’ ot u, 1.
n—+oo n—+oo

+00.

A

t Casl.3:p=a.Onalnu, e’.

Adou u,
n—+oo n—+oo

> Cas 2 : a < 0. On a alors ln(1+%) = —alnn +In(A+ n%. Comme In (A + n% —= InA et

—alnn

+ood’olulnu, ~—anPInn.

n—+oo
t Cas2.1:$=0.0Onalnu, +oo d’ol1 uy,
n—+oo n—+oo

t Cas2.2:$<0.0nalnu, —— 0d’ ot u, 1.

n—+oo n—+oo

+00.

> Cas3:a=0.0naalors un:%a-
15. Ona

1 1+e2" 1 In2
Inu, = —ln(e"—) =1l+—In(l1+e?")-— ——1
n 2 n n n—+oo

par opérations sur les limites usuelles. Ainsi u,

— - epar continuité de 'exponentielle en 1.
—T00

0.

16. Comme v, ~ uy, ona v, — U, = o(uy). Puisque u, =0(1),ona v, — u, =o(1), ie v, — uy
n—+oo
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—Zn
17. Pourne N*,onalnu, = nln =nin(1-e?")-nin(1+e2").
Comme ¢ 2" ——— 0, on a nln(l +¢€e 2”) ~ gne 2" (ot € = +1). Par croissances comparées,
n—+oo
2n

ne " —o0doulnu,
n—+oo n—+oo

0etuy 1 par continuité de I'exponentielle en 0.
n o0

ENSEIGNEMENTS A TIRER DE CES EXERCICES

> Pour montrer qu’une suite converge vers 0, on s’intéresse a sa valeur absolue. C’est plus simple
en cas d’encadrement car il suffit alors de majorer.

> Sur les exercices 7., 8., 9., 10., 11. et 12. IIs illustrent les principaux cas de figure : suites récur-
rentes (explicitable au 12., études qualitatives aux 7. et 9.), suites définies implicitement (8. et 10.)
et suites définies explicitement (11.) Les techniques d’étude varient : théoreme de la limite mono-
tone pour I'étude qualitative des suites récurrente d’ordre un ou des suites définies implictement,
théoreme d’encadrement, etc.

CORRIGE DES EXERCICES CLASSIQUES PLUS TECHNIQUES

1. Soitne Ntelque n=2etp:=|y/n|. Comme yn-1<p<y/n,ona
1 1

NCESNE

0

0 u,<

Et'on déduit du théoreme d’encadrement que Un —

2. a. Soitne N*.Ona :

up  VRHICHD)  nAT 2n+1 2n+1
Un 4v/n(*") 2(n+1)  2ynn+1D)

Comme (2n+1)*>=4n*+4n+1=4n(n+1),ona2n+1=2vVnn+1) dou “2 > 1. Ainsi (t4,) p=1
est croissante.

b. On note &(n) I'inégalité u, < /5,75

> (1) est vraie car u; = \/> (pulsque %)
> Supposons & (n) vraie pour un n = 1 fixé. En utilisant I’expression de “L’:—;l calculée a la ques-

. Py _ 2n+1
tion précédente, on a u, 4+ = EN TS Uy, donc

2n+1 n 1 /2n+1
Un+l S ==
2vnn+1)V2n+l 2V n+l

Pour en déduire & (n+1), il suffit alors de montrer que %\ / 2’,7++ 11 <\/35 +3 - Or cette inégalité est

équivalentea 2n+3)2n+1) <4(n+ 1), et cette derniére inégalité est vraie car 2n+3)(2n+
D)-4(n+1)?=4n*+8n+3—-4n’>+8n+4)=—

On a ainsi démontré par récurrence que &?(n) est vraie pour tout entier n = 1.
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3.

N

1 P . L . 1 ..
c. Puisque 5’5 < 3, on déduit de la question précédente que u, < 75 pour tour n = 1. Ainsi la

suite (1) ,>1 est majorée, et comme on a déja montré qu’elle est croissante elle est convergente.
Notons ¢ sa limite. Puisque pour tout n€ IN*, ona u; = % < < \/_, en passant a la limite dans
cet encadrement on obtient % <0< %

a. Commel,;; I, pour tout n€ IN*, M, S M, et my11 = my,.

b. Comme f est bornée, (M,);>1 et (my),>1 le sont aussi et on déduit du a. que ces suites
convergent. Pour f définie par

1six=0
fx) =

0six<0

on a clairement m,, =0 et M,, = 1 pour tout n € IN*.

Pour tout n € IN, on pose u, = n? si n est pair et u, = 0 sinon. Pour tout n = 2, puisque n—1 ou n
est pair, on a
ut-tu,  (n-1%_ 4(n/2-1)7?
= =

= =
n n n

. LU+t uy . , ..
ainsi +o0o0 mais (u#,;) n'admet aucune limite.
n n—+o0o

. On prouve par une récurrence sans difficulté que Vn = 0, u, > 0. Posons alors v, = In(u,) pour

tout n € IN. Pour tout n = 0,
1 2
Up+2 = §Vn+1 + gVn

Les racines de I’équation caractéristique z> — Z%z =0sont1 et —%, il existe donc A et p dans R tels

queVn=0, v,=A+ p(—%)n. On adonc v, - A.Puisque vp =A+petv; =A— %“, on aboutit a
(e.0]

Ao 20t _ In(uiu3)

et, par continuité de 'exponentielle, u,, -

. Envisageons plusieurs cas.

> Cas 1:a=1.Lasuite est constante égale a 1.
> Cas2:0<a<1.0na0<a" <1 etlasuite est nulle.
> Cas3:a>1.0OnapourtoutnelN, a” —1< |a"| < a” dou, puisque a” -1 <0,

)I/n

(a"-1 <la"V"<a

Comme a > 1, %ln(a” —-1)=In(a) + %ln(l —a™") ——In(a) d'otr (a" - 1)"'" —— aet, par

n—+oo

encadrement, [a"|/"

— da.
n—+oo

Pour tout n € N, notons E,, = {u; p = n}.

a. Fixons n € IN. Comme (u,) >0 est bornée, E,, est borné et puisque E;, # @, E;,, admet des bornes
inférieure et supérieure.

b. Soit n € N. Comme E; ;1 cE;,, onasupE;,;; <supE, etinfE,;; =infE, i.e. v,11 < v, et wy4 =
wy. Ainsi (v,;) e est décroissante et (w;,) ey €st croissante.
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c. Soit n € N. On a E;; < Ey donc supE,, = infEj et infE,, < sup Ey. Ceci signifie que les suites
(Vn) nel et (wy) nelN sont respectivement minorée et majorée : on déduit du théoreme de la limite
monotone qu’elles convergent.

d. > Supposons que ¢ = L. Comme pour tout n € IN, on a w, < u, < v, (car u, € E;), on déduit du

théoréme d’encadrement que u;, —— ¢ =1L.
n—+oo

> Supposons que (1) ,eIN converge et notons x sa limite. Soit € > 0. Il existe ny € IN tel que pour
n=ngy, Uy €lx—g,x+¢€l,dou E, c[x—g,x+¢]. Ainsi, pour n = npg,onax—€ < w, < v, < X+¢€.
On en déduit que les suites (v,) ,elw et (Wy,) neln convergent vers x d’ou x = £ = L par unicité de
la limite.
1 . 2
8. a. Ilsuffitd’étudier les variations de x — x(1—x) ouderemarquer que Vx € R, x(1-x) = i— (x- %) .

1
b. > Soitne N.CommeO<u,<let(l—u,uy= 7 on a0 < u, < 1. Raisonnons par I'absurde
en supposant que U4+ < U,. On aurait alors

NI

Upr1(1—uy) < up(l1—uy) <

ce qui est absurde. On en déduit que Vrne N, u, < u;4;.
> Comme la suite (u,),eN est croissante et majorée par 1, elle converge vers un élément ¢ de

1
[0,1]. En passant a la limite dans la relation Vn € IN, (1 — u,)u,+q = 7 on obtient (1 —£)¢ = ;11
et!’on déduit du a. que ¢ = %
9. a. Pour tout n € IN, notons HR(n) la proposition u, < u,+1 < Uj42.

> HR(0) est vérifiée car (ug, 11, u2) = (0,1,1).
> Soit n € IN. Supposons HR(n) vérifiée. Par croissance de la racine carrée, on a

Up+3 = VUpt2 + Ups1 =V Up + Upg
-

= Up+2
Ainsi HR(n + 2) est vraie.

b. On prouve par une récurrence double facile que (u,),>¢ est majorée par 2. On déduit de la
question précédente et du théoreme des suites monotones que cette suite converge vers un réel
positif €. En passant a la limite dans la relation de récurrence, on trouve que £ = v2¢ d’oi1 £ = 2
carf = u; > 0.

10. On prouve par une récurrence double facile que Vn = 0, u; > 0. Posons alors v, = 1/u, pour
+ A 2 ]
tout n € IN. Pour tout n € N, v,42 = W On reconnait une récurrence linéaire d’ordre deux

d’équation caractéristique 2r> —r — 1 = (2r + 1)(r — 1) = 0. 1l existe donc (A, ) € R? tels que Vn €
N, vn=A+p(-2)". En tenant compte des conditions initiales, on trouve v, = 2 + 1 (-1)" d’ott

3x2"

vnelN, y,= ————
n 2n+l 4 (—1)n

2x*~3-3(x+2) 2x*-3x-9 2(x-3)(x+3)
11. a. Pourx=3,0na f(x)-3 = = =
xX+2 xX+2 xX+2

= 0 donc [3, +oo]
est stable par f.

b. > Comme ug € [3,+o00[, on déduit de la question précédente que (u,) N est a valeurs dans
[3, +o0l.
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> Pour x=,ona

2x*-3-x(x+2) x*-2x-3 (x-3)(x+1)

(%)
x+2 xX+2 xX+2

fx)—x=

AinsiVx =3, f(x)=xdouVneN, u,.; = f(u,) = u,. La suite (u,) ,ew est donc croissante.

c. Parle théoreme de lalimite monotone, 3¢ € R, u, —— €. Montrons que ¢ = +oco en raisonnant
n—+oo

par 'absurde : supposons ¢ € R. Comme f est continue, on a f(¢) = . Comme ¢ > uy = 5 par
croissance de (i) ,eN, on déduit de (%) une absurdité.

12. Remarquons que u, > 0 et v, APCR. La suite définie APCR par w,, := \/u;,, U, convient car

Wn Un

Up
_— = = — 0
wn Un vn n—+oo

. 2 2 n . .
13. a. La suite de terme général v,, := % convient clairement.

b. La suite (wy,) e est géométrique de raison -3 douVne N, wy, = (-3)"wy = (=3)" (uo — 3).

n 1
c. > Comme VneN, u, =% +(-3)" (up— 1) et|2| <|-3| avec up— 1 #0,ona u, ~ (uo - E) (-3)".
> Onadonc U, — u, =2" —4u, pour tout n € IN. Puisque 2" = 0 ((—3)"), on déduit de la ques-
tion précédente que u,+1 — U, ~ —4 (uo - %) (=3)".
d.> Casl: up= % On a alors u,, = % pour tout n € IN donc (uy,) ,ev est croissante.

> Cas2 : ug # % Par la question précédente, u,+; — u, est du signe de —4 (uo - %) (—=3)" APCR.
Comme cette expression est de signe alterné, (1) ,ev n’est pas monotone.

Ainsi {ug; (1) new €st monotone} = {é}
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