LYCEE LOUIS-LE-GRAND HX6

MATHEMATIQUES, INTERROGATION N° 0
Samedi 14 septembre 2024 ( 8h45-9h45 )

1. Soita€ R.
a. Démontrer la propriété suivante : VxeR, VyeR, (x+y>2a = (x>a ou y>a)).
b. Enoncer la négation de la proposition & suivante :
VxeR,VyeR, ((x>aouy>a) = x+y>2a)

La propriété & est-elle vraie ? On justifiera avec soin sa réponse.

2. Montrer que pour tout n € IN, il existe des entiers naturels a,, b,, c,, d, tels que :

(V2+V3)" = ay+b,V2+cyV3+d,V6

3. On cherche a déterminer toutes les fonctions f: Z — IR telles que
Y(m,n)€Z?, fim+n)+ f(m—-n) =2f(m)+2f(n) (E)
a. Soit f: Z — R une solution de (E). On pose A := f(1).
i. Déterminer f(0).
ii. Calculer f(2) puis f(3) en fonction de A.
iii. Conjecturer I'expression de f(n) pour n € N, en fonction de A puis démontrer ce résultat.
iv. En déduire I'expression de f(n) pour n € Z en fonction de A.

b. Déterminer les solutions de (E).

4. On recherche toutes les fonctions f: R} — R telles que
VxeR;, VyeR:, f(xf(») = fxy)+x (E)
a. Soit f: R* — R* une solution de (E). Etablir que Vx>0, Yy >0, f(y)—y= f(x) - x.
INDICATION : On pourra commencer par appliquer la relation au couple (f(x), y).

b. Déterminer les solutions de (E).

. u 1
5. Soit (1) =1 définie par u; e R et Vne N*, u,; := Rl —- Montrer que (u,),>1 converge.
n n

INDICATION : On pourra commencer par établir que (), est majorée en appliquant la méthode de
majoration a priori étudiée en TD.

6. Démontrer I'unicité dans ’exercice 2. On pourra utiliser I'irrationnalité de V2 et /3, sans la redémontrer.
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CORRIGE

1. a. On raisonne par contraposition. Soit x et y dans R tel que x < a et y < a. En sommant, on aboutit a
X+ y<2a.D’oule résultat.

b. Lanégation de & est :
dxeR,3yeR, ((x>aou y>a)etx+y<2a)

Posons x:=a+1lety:=a—1.0nax>aetx+y=2a.Ainsi & est fausse.

2. On raisonne par récurrence sur n € IN. Pour n € IN, notons % (n) la proposition suivante :

Aan, by, cnydn) €N, (V2+V3)" = ap+ by V2 +cyV3+d,vV6

> Comme (v2+v3)’ =1=1+0xv2+0x/3+0x 6, 2(0) est vraie.
> Soit n € IN. Supposons £ (n) vraie. Soit alors (ay, by, c,,, d,,) € N* tel que

(V2+v3)" = ap+b,V2+cyV3+d,V6

Ona

(V2+v3)" = (an+bn\/§+cn\/§+dn\/§)(\/§+ Vv3)
= (b, +3¢p) + (an +3d)V2+ 2dy, + ap)V3 + (cp+ bp) V6
Posons alors a1 :=2by,, + 3¢y, by := an +3d,, che1:=2d, + ay et dyy :=cn+ by,

Puisque (@41, bni1, Cns1, dni1) € N4, la propriété &2 (n + 1) est vraie.

3. a. i. Enchoisissant (n,m) := (0,0), on obtient 2 f(0) =4 f(0) donc f(0) =0.

ii. En choisissant successivement (n, m) :=(1,1) et (n, m) := (2,1), on obtient f(2) =4f(1) - f(0) =4A
puis

f@)=2f@+2f1)— f(1) =9A

iii. Par les deux questions précédentes, on conjecture que f(n) = An? pour tout n € IN. Démontrons-
le par récurrence double sur n € IN. Linitialisation est justifiée par les calculs précédents. Soit
n € IN*. Supposons la propriété vraie aux rangs n — 1 et n. On alors

fm+)=2f(n)+2f(1) - f(n—-1)=2An* +2 - (n—- D*A = (R* +2n+1)A = (n+ 1)*A

d’ou la formule au rang n.

iv. Pour ne N, ona
f(n-n)+f2n)=2fn)+2f(-n)

d'ou f(-n) = w = An?. On en déduit que Vn € Z, f(n)=An?.

b. 1l s’agit d’effectuer la synthese. Soit A € R. On note f : Z — R définie par Vn € Z, f(n) := An?. Soit
(n,m) € Z2.0n a

f(n+m)+ f(n—m) = An+m)?+An-m)? = 2 n® +2Am? = 2f(m)+2f(m)
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Ainsi, les solutions de (E) sont exactement les fonctions de la forme :
f:Z—R ouleR
n — An?

4. a. Soit x et y deux réels strictement positifs. Comme f(x) > 0, on déduit de (E) que
F(FOfW) = F(fF@y)+fx) = fFap +y+ fx)
En permutant x et y, on obtient donc :
FU®FW) = Fay)+x+f)

dou f(y)—y=f(x)—x.
b. > Continuons I'analyse commencée au 1. Pour xe R}, ona f(x) =a+xoua:= f(1) -1 € R. Comme

on doit avoir a + x > 0 pour tout x > 0, on a nécessairement a = 0.

> Synthese. Soit a € R,. On pose f: R} — R} définie par f(x) := x + a, pour tout x > 0. Soit x > 0 et
y>0.0na

flxfy)=xf+a=x(y+a)+a=xy+a+ax

Comme f(xy)+x = xy+ a+ x, on en déduit que f est solution de (E) si et seulement si a = 1.
Ainsi, 'unique solution de (E) est la fonction :

fiRI — R}
X — x+1

5. > On démontre par une récurrence simple que Vne N* , u, = 0.
> Soit M := max(u,, Uz, 1). Montrons par récurrence que u, < M.

t On abien u; < Met uy < M par le choix de M.

t Soit n € IN\ {0, 1}. Supposons que u, < M.Ona
u, 1 M 1

Upy1 = —+—= < —+— <M
n n n

M _ n-1 n-1 1 : . s . 2 er 2 . N
car M- = 5=M = == > 5 puisque cette derniere inégalité est équivalente a n(n—1) = 1, pro-

priété qui est bien vérifiée pour n = 2.

> Onadonc0 < upy1 <% + % pour tout 7€ N. Comme ¥ + %

0.

0, on déduit du théoréeme d’en-

n—+oo

cadrement que uy,
n—+oo

COMMENTAIRE
Le choix de M vient d’'une étude au brouillon : pour démontrer facilement I’hérédité a partir du rang

ny, il suffit d’avoir

M 1
Vnzny, —+—sM
n n
ieM = ﬁ pour tout n = ny. Si on choisit nyp =2 et M = 1, alors on sait démontrer I’'hérédité. De

plus, il suffit d’avoir M = u; et M = uy pour initialiser la récurrence. D’oti le choix, par exemple, de la
constante M := max(uy, uy, 1).
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6. Démontrons le lemme suivant :
Y(ab,c,d)eZ* a+bvV2+cV3+dVe=0 = a=b=c=d=0
Soit (a, b, ¢, d) € Z* tel que a+ bv2+cv/3+d\/6 = 0. On a alors
a+b\/_:—\/§(c+d\/§)

Supposons c+dv2#0etc—dv2+#0.0n aalors

_atbv2 _(a+bv2)(c=dv2) _(a+bv2)c-dvD) _ . 5
c+dv2 (c+dvV2)(c—dv?2) c?—2d? B

ol (1, v) € Q? (nous ne détaillerons pas ce calcul). En élevant au carré, on obtient :

3= u2+21}2+2uV\/§

Puisque /2 est irrationnel, on en déduit que uv = 0 et donc que 3 = u? ou 3 = 2v%. La relation 3 = u? est

absurde car v/3 est irrationnel. Ecrivons v = g avec (p,q) € Z x N* et pA g = 1. Supposons que 3 = 202,

On a alors 3g° = 2p%. Comme 3 A2 = 1, on déduit du lemme de Gauss que 2 divise g donc divise g. Soit
q' dans Z tel que g = 2q’. On obtient alors 6g'> = p? et donc 2 divise p? donc 2 divise p. Comme pA g =1,
ceci est absurde. On en déduit que ¢+ dv2 =0 ou c - dv/2 = 0. Comme /2 est irrationnel, ceci implique
que ¢ =d = 0. On adonc a+ bv/2 = 0 puis, de facon analogue, a = b = 0.

Venons-en a 'unicité demandée. Soit n € N, (ay, by, ¢, dy) € N* et (a,, b, ¢!, d’,) € N* tels que
(V2+v3)" = ay+byV2+c,V3+d,V6 = a),+ b,V2+c,V3+d,V/6
d’ ol
(an—al) + (by—bI)V2+(cp—c)V3+(d,—d)V6 =0

Comme a, — a,, b, — b),, ¢, — c,, et d,, — d}, sont des entiers relatifs, on déduit du lemme qu'ils sont nuls.
On en conclut I'unicité dans le 2.

COMMENTAIRE
Le fait que uv = 0 se justifie facilement par I’absurde : supposons uv non nul. On aurait alors
3—u?-2v?
V2="—"-"-T""¢€Q
2uv

car u et v sont rationnels donc 3 — u? — 2v? et 2uv le sont aussi et donc leur quotient également. Ce
qui contredit I'irrationnalité de v/2. On remarque I'intérét d’avoir posé des variables u et v telles que
—V/3 = u++/2v afin de simplifier les calculs : ce qui importe surtout est que u et v soient des rationnels.
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