LYCEE LOUIS-LE-GRAND HX6

MATHEMATIQUES, INTERROGATION N° 1
Samedi 28 septembre 2024 (8h-10h)

> L'usage de la calculatrice est interdit durant I'épreuve.

> Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision
et a la concision de la rédaction.

> Si le candidat découvre ce qu’il pense étre une erreur d’énoncé, il le pré-
cisera dans sa copie.

> Le candidat laissera libre la premiére page de sa copie.

> Je m’autorise a enlever des points a tout candidat ne respectant pas les
consignes suivantes :

souligner les justifications essentielles et [ encadrer les résultats importants }

1. Résoudre dans C I'équation z> + z+3i —1=0.

2. Ecrire z:= V2 + V2 + iV/2 — V2 sous forme trigonométrique. INDICATION : Que vaut z2 ?

3. Déterminer I'ensemble des entiers naturels 7 tel que w” € R, oll w := —v/3 +3i.

INDICATION : Ecrire w sous forme polaire.

4. > Trouver tous les nombres complexes z tels que (z —1)(z +2i) € iR.

INDICATION : Ecrire z sous forme algébrique. Vous devez aboutir a une équation cartésienne de cercle.

5. M Soit El'équation z*(zZ—1) = (1 — 2)z° d’inconnue z € C.
a. Soit z € C* une solution de E. Justifier que |z| = 1.

b. En déduire les solutions de E sous formes trigonométrique et algébrique.
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6. X Soit u et v dans C. Montrer que
(VneN, u"+v"eR) <= ((u,v)eR? ou u=7)

INDICATION : Si u+ v estréel, alorsIm v =-Imu...

7. » On note 2N '’ensemble des entiers naturels pairs et
¢: ZIN) — ZIN)
X —2NnX
a. Lapplication ¢ est-elle injective ?

b. Lapplication est-elle surjective ? Déterminer son image, i.e. ¢ ( Z(IN)).

8. » SoitE et F deux ensembles, f : E — F une application, A une partie de E et B une partie de F.
a. Rappeler les définitions de f(A) et f ~1(B).
b. Comparer f{An f~1(B)) et f(A)NB.

9. ) Soit f: C — C définie par f(z) := z° pour tout z€ C.
a. L'application f est-elle injective ? surjective ?
b. Démontrer que fq est injective ol Q:={z€ C; Rez > 0}.

c. Déterminer 'ensemble f(Q).

10. > Soit E un ensemble, n€ IN* et fi, ..., f,, des applications de E dans E. Montrer que si fio fo---o f;, est
injective et f;, o f;,—1 0--- o fj surjective, alors fi, ..., f, sont bijectives.

11. M Soit f:R? — R? définie par f(x, y) := (x + y, xy) pour tout (x, y) € R?.
a. Lapplication f est-elle injective ?

b. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (u, v) € R? pour que (i, v) € f (]R2>.
Lapplication f est-elle surjective ?

c. Soitg: C2 — (2 définie par g(x,y) := (x+y,xy) pour tout (x, y) € 2. Lapplication g est-elle injective ?
surjective ?

12. M Soit f:IN — IN une application telle que f+ fo f + fo fo f = 3idp.
a. Démontrer que f est injective.
b. Démontrer que f(0) =0et f(1) =1.

c. Déterminer la fonction f.
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CORRIGE

1. Le discriminant de I'équation vaut A = 5 —12i = (3 —2i)?> d’ol1 les racines 1 —i et =2 + i.

2 _ . gn doil z = i n o g
2. Onaz-=4e's,douz==2e S.CommeRez>Oetc088>O,onaz—2e 8.

3. Pour ne IN, ona " = (2/3))" = 2"3% ¢™5" . Ainsi

4. Soit z:= x+iyavec (x,y) € R*>.Ona
Z-DE+2D)=x-1-ipx+i(y+2))=x(x-D+yy+2)+i(-xy+(y+2)(x—-1))

Ainsi (z—1)(z+2i) € iR si et seulement si x* — x+ y* +2y =0, i.e. (x - %)2 +(y+1)? = 2. On trouve donc le

cercle de centre w := % — i etde rayon @

5.a. Onalz|*z=1|=1|1-2z||z], ie. |z|*lz=1|=|z=1||z|°, doli |z—1| = |z—1]||z|. Ainsi z = 1 ou |z| = 1,
d'ou |z| =1.

b. On remarque que 0 est solution de E. Soit ze U.On a :

1 1
z est solution de E < z4(— - 1) =(1-2)—=
z z
“— (zg—l)(z—l)ZO
— =1

L'ensemble des solutions est donc {0UUg. Les formes trigonométriques des solutions non nulles sont

il;’, +1et +i.

o't pour k € [0,7] et les formes algébriques

6. > Il est clair que u"* + v"* est réel pour n dans IN dans le cas ou u et v sont réels. Supposons que u = v.
Soit (1,0) e Ry x R tel que v = re'®. On a alors, pour n€ N,

u+ vt =r" (ei”e + e‘ine) =2r"cos(nB) e R

> Supposons que Vn € N, u" + v" € R. Soit (a,b,a’,b’) e R* telque u = a+ibet v=a +ib.Ona
u+velR,doub =-b.Deplus,
W+ vr=(a+ib)?+d -ib?=a*+a?-2b*+2bila-a)
d'oti2b(a—a’)=0donch=0oua=d,ie (u,v)eR?ouu="7.
7. a. Comme $(D) = d({1}) = B, ¢ n'est pas injective.

b. On a ¢ (Z(IN)) = Z(2NN). En effet, I'inclusion c est claire et pour tout partie X de 2IN, X = ¢(X), d’ox
I'inclusion réciproque. Comme {1} € Z(IN) \ & (2IN), ¢ n’est pas surjective.
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8. > Soit ye f(An f~1(B)). Il existe x€ An f~1(B) tel que y = f(x). Onadonc y € f(A)NB.

> Soit y € f(A)NB. Il existe x € A tel que y = f(x). Comme f(x) € B, on a également x € f~'(B) d’ol1
y=fx) e f{An fB)).

9. a. Comme f(-1) = f(1), f n'est pas injective. Comme tout nombre complexe admet une racine carrée
dans C, f est surjective.

b. Soit (z;,zp) € Q2 tel que f(z1) = f(z2). Comme zf — z% =(z1—22)(z1+22) =0,0ona z; = +z;. Comme

Re z; et Re zp sont strictement positives, on en déduit que z; = z;. Ainsi f|q est injective.

c. Montrons que f(Q) = C\ R_. Soit z € Q. Soit (x,y) € R? tel que z=x+1y.0Ona z2=x%— y2 +2ixy.
Raisonnons par 'absurde en supposant que z> € R_. On aurait alors xy = 0. Comme x > 0, on aurait
y=0dol 22 = x? € R, ce qui est absurde. Réciproquement, soit Z € Q\R_. On sait que Z admet deux
racines carrées z et —z. Supposons par 'absurde que Rez = 0. On a alors f(z) = z2 = —(Imz)? € R_, ce
qui est absurde. Ainsi, quitte a permuter —z et z, on peut supposer que z € Q etdonc Z = f(z) € f(Q).

10. Démontrons le résultat par récurrence sur n € IN*. Le résultat est clair au rang n = 1. Soit n € IN*. Sup-
posons la propriété vraie au rang n. Soit fi, ..., f,+1 des applications de E dans E telles que fio f0-0 f;,41
estinjective sur E et f;, 110 f,0---0 f] est surjective de E sur E. On déduit de I'injectivité de fio fo0---0 f;,41
celle de f,+1, et de la surjectivité de f,+10 f,o---o fi, celle de f,+1. Ainsi f;1; est bijective. On dé-
duit que fio foo -0 fy = fiofoo-ro fuiyof +11 est injective en tant que composée d’injections et
. +11 o fut10 fno---0fi = fpo---o f1 est surjective en tant que composée de surjections. On déduit alors
de 'hypothése au rang n que fi, ..., f, sont bijectives de E sur E. Ceci achéve la démonstration de la

propriété aurang n+ 1.
11. a. Comme f(1,2) = f(2,1), 'application f n’est pas injective.
b. Soit (1, v) € R?. On sait qu'il existe (x, y) dans R? tel que x+ y = u et xy = v si et seulement si u et v
sont les racines du trindme X? — uX — v. Comme son discriminant vaut u? — 4v, on en déduit que
(u,v) Ef(]R2> — u’=4v
Comme (0, 1) n’appartient pas a { (u, v); u? = 4v }, l'application f n’est pas surjective.

c. L'application g n’est pas injective (méme justification qu’au 1.). Elle est surjective comme le montre
la preuve donnée au 2.

12. a. Soit (11, n,) € N? tel que f(n1) = f(n2). On aalors f2(ny) = f2(ny) et f3(n1) = f3(ny) d'ot1 3n; = 3n,.
Ainsi f est injective.
b. > On a 0= f(0)+ f2(0) + f3(0). Comme f(0), f2(0) et £3(0) sont des entiers naturels, on en déduit
qu’ils sont tous les trois nuls. Ainsi f(0) = 0.
> Ona3=f(1)+ f2(1)+ f3(1) (x). Comme f(1) # f(0) par injectivité de f, on a f(1) # 0. Donc, par
injectivité de f, f2(1) # f(0) ainsi f2(1) # 0 et donc f3(1) # f(0) par injectivité de f. Comme f(1),
f2(1) et £3(1) sont dans IN*, on déduit de (*) qu’ils sont tous les trois égaux a 1.

c. Démontrons par récurrence forte que f(n) = n. Le b) justifie la propriété aux rangs 0 et 1. Soit n dans
IN. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n. Par injectivité de f et les relations f(k) = k pour
k € [0,n], on déduit que f(n+1) = n+1. Puis f2(n+1) = n+ 1 par injectivité de f puis de méme
f2(n+1) = n+1.On déduit alors de

3n+3=f(n+D+ fPn+1+fP(n+1)

que f(n+1) = f2(n+1) = f3(n+1) = n+ 1. La propriété est donc vraie au rang n + 1.
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